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Введение 

Насыщенность современной техносферы компьютер-
ными технологиями постоянно возрастает при практически 
экспоненциальном росте объемов вычислений. Это суще-
ственно актуализирует вопросы обеспечения эффективно-
сти, надежности и гибкости средств и методов компьютин-
га. Установлено, в частности, что многие техногенные ка-
тастрофы последних десятилетий, причину которых тра-
диционно объяснили преимущественно «человеческими 
факторами», были в первую очередь обусловлены разного 
рода недостатками компьютерных систем управления и 
вычислительными ошибками. Но в большинстве случаев 
ошибки в вычислениях просто остаются незамеченными, 
существенно искажая полученные результаты.  

В качестве типичного примера такого рода можно 
привести полином Румпа (впервые опубликован еще в 
1988 году), который при определенном сочетании значе-
ний переменных дает заведомо неправильный результат 
при всех стандартных значениях точности вычислений с 
плавающей запятой практически на всех современных 
компьютерных системах. 

В связи с этим следует признать, что в настоящее 
время созрели все предпосылки для существенной моди-
фикации всей системы компьютерных вычислений с це-
лью повышения ее надежности и адекватности современ-
ным требованиям. При этом речь может идти о дальней-
шем развитии как логической, так и вычислительной со-
ставляющей современного компьютинга. Особо актуаль-
ной является разработка такой модификации вычислений 
с плавающей запятой, которая позволила бы исключить 
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потерю точности (и информации о ней) при представле-
нии входных, промежуточных и результирующих значе-
ний в форматах с плавающей запятой.  

Наиболее перспективным вариантом модификации 
представляется расширение существующих стандартных 
форматов представления чисел с плавающей запятой и ал-
горитмов работы с ними путем введения ряда изменений, 
обеспечивающих совместное гибкое использование раз-
личных форматов чисел в диапазоне от 32-х двоичных раз-
рядов до неопределенно больших значений. При этом 
вплоть до разрядности 128 обеспечивается совместимость 
с существующими форматами, а начиная с разрядности 
256 обеспечивается последовательное удвоение разрядно-
сти формата по мере необходимости. В качестве основного 
постбинарного формата рассматривается тетракод. На его 
базе реализуется представление интервальных типов дан-
ных и идентификация реально значимых разрядов числен-
ных значений, а в алгоритмы выполнения арифметических 
операций вносятся такие изменения, которые позволяют 
автоматически изменять разрядность по мере необходимо-
сти. Это обеспечивает «вычисления без округлений», а, 
следовательно, и без потери точности. 

Главной особенностью анализа эволюции средств и 
методов компьютинга в данной монографии является 
предположение о том, что развитие компьютерной логики 
и арифметики тесно взаимосвязано и взаимообусловлено, в 
связи с чем рассматривается именно кодо-логическая эво-
люция как целостное закономерное явление, определившее 
в свое время переход от добинарного (пребинарного или 
прабинарного) компьютинга к современному бинарному. 
Анализ закономерностей этого перехода позволяет прогно-
зировать переход в ближайшие десятилетия к постбинар-
ному компьютингу, неизбежность которого обусловлена 
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интенсивным развитием современных компьютерных тех-
нологий.  

В целом предложенные в монографии модификации 
вычислений с плавающей запятой позволяют реализовать 
постбинарный процессор, который обеспечивает эффек-
тивное распараллеливание вычислительных процессов с 
учетом реально требуемой точности вычислений и обес-
печением необходимой надежности вычислений (см. ри-
сунок ниже).  

 

В первой главе монографии рассматриваются основ-
ные особенности и закономерности кодо-логической эво-
люции, многомерное логическое пространство, различные 
варианты компьютерной логики и кодирования количе-
ственной информации, обосновывается актуальность пере-
хода к постбинарному компьютингу. 
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Во второй главе детально рассматриваются логиче-
ское пространство и алгебра тетралогики. При этом анали-
зируются основные тенденции перехода к пространству  
тетралогики и рассматривается реализация нольместных, 
одноместных и двуместных логических операций. Анали-
зируется также представление элементов тетралогики с 
помощью аксиоматического аппарата теории множеств и 
реализация базовых логических операций над элементами 
тетралогики.  

В третьей главе описывается развитие понятия числа 
в контексте истории математики и компьютерных вычис-
лений. Рассматривается эволюция алгоритмического бази-
са интервальных вычислений и предлагаются постбинар-
ные методы реализации интервальных вычислений для 
компьютерного моделирования и других критичных по 
производительности и надежности приложений.  

В четвертой главе анализируются особенности пере-
хода от бинарного к постбинарному компьютингу и осо-
бенности постбинарного кодирования на примере интер-
вального представления результатов вычислений по фор-
муле Бэйли-Боруэйна-Плаффа. Детально анализируется 
пример Румпа в контексте традиционных и интервальных 
вычислений и аргументируется использование постбинар-
ных вычислений в качестве достаточно  универсального 
средства обеспечения надежности компьютерных вычис-
лений и преодоления ограничений разрядности. Предлага-
ются и обосновываются различные варианты реализации 
постбинарных форматов чисел с плавающей запятой и 
способы представления вещественных чисел в постбинар-
ных форматах. 

В заключении приводится обобщенная архитектура 
постбинарного процессора, реализующего описанные в 
монографии средства и методы вычислений. 



Глава 1 
ОБОБЩЕННЫЙ  

КОДО-ЛОГИЧЕСКИЙ БАЗИС  

1.1. Эволюция идеи1  
Концепция обобщенного кодо-логического базиса [1] 

является развитием ряда идей, впервые сформулированных 
одним из авторов данной работы еще в 1986 году в резуль-
тате поиска наиболее эффективных средств и методов ко-
дирования изображений для высокопроизводительных си-
стем машинной графики. Одна из таких идей, в частности, 
кратко была изложена в работе [2], в которой предлагалось 
обобщение метода приоритетов для повышения эффектив-
ности описания трехмерных объектов и сцен путем ис-
пользования октантных полидеревьев. В целом можно 
утверждать, что круг идей, связанных с представлением 
объектов различной размерности в виде древовидных 
структур (двоичных, квадрантных, октантных и др.), стал 
одним из основных источников концепции многомерного 
(обобщенного) кодо-логического базиса. Материалы ис-
следований в данном направлении частично вошли в кан-
дидатскую диссертацию одного из авторов [3], частично 
реализованы в виде технических решений, новизна кото-
рых подтверждена целым рядом авторских свидетельств на 
изобретения (см., например, [4, 5]).  

Другим источником концепции стал поиск компью-
терных аналогов генетического кодирования. Благодаря 
                                                
1 Раздел подготовлен по материалам публикации [1]. 
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стечению обстоятельств хронология и непосредственные 
причины формирования идей данного направления зафик-
сированы с предельной точностью. В порядке объяснения 
авторской мотивации исследований в области обобщенно-
го кодо-логического базиса уместно привести некоторые 
детали этих событий. Непосредственно после успешной 
защиты  кандидатской диссертации (октябрь 1987 года), в 
которой исследовались в числе прочих и вопросы иерар-
хического представления информации применительно к 
системам компьютерной графики, естественным образом 
возник вопрос о наиболее эффективных вариантах даль-
нейшего продолжения исследований в данном направле-
нии. Определяющим моментом можно считать знакомство 
с работой «Алгоритмы развития» академика Н.Н. Моисее-
ва, где обращалось особое внимание на феномен генетиче-
ского кода, который, являясь единым для всего живого, 
строится на базе всего 4-х символов, обеспечивающих не 
просто сохранение и передачу чрезвычайно объемной 
наследственной информации [6, c. 15], но и непрерывную 
эволюцию органической материи в процессе ее усложне-
ния и самоорганизации. При этом утверждалось, что «еди-
ный мировой процесс развития — это не просто игра слу-
чая, а непрерывное усложнение организации, происходя-
щее в результате взаимодействия объективной необходи-
мости со столь же объективной стохастичностью нашей 
Вселенной. Реальность такова, что необходимость вовсе не 
исключает случайность, но определяет потенциальные 
возможности развития…» [6, c. 19].  

Размышления о том, как переход от бинарного коди-
рования к представлению информации на базе неких 4-х 
базовых символов мог бы привести к качественно новым 
свойствам компьютерной обработки информации, привели 
в итоге к выводу о том, что наиболее естественным реше-
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нием является дополнение традиционных двоичных 
значений 0 и 1 состояниями их равновероятности и од-
новременности. Другими словами, не только НЕ (отрица-
ние), но и логические операции ИЛИ и И должны быть ре-
ализованы уже на уровне элементарного кодирования ло-
гических состояний. Эти мысли практически сразу же 
оформились в своеобразную предварительную программу 
исследований, одним из узловых пунктов которой явилась 
проверка гипотезы о целесообразности многомерного под-
хода к представлению не только логического простран-
ства, но и количественных значений на числовой оси. Фак-
тически был поставлен вопрос о разработке нового спосо-
ба численного кодирования, позволяющего в полной мере 
использовать преимущества новой логики.   

Впоследствии в результате анализа того, что уже было 
известно о генетических кодах, выявилось настолько мно-
го параллелей с идеей нового способа кодирования, что 
было принято решение отказаться от первоначального его 
обозначения как «квадрантного» (по аналогии с кодирова-
нием двумерных изображений) в пользу определения 
«квазигенетическое». И уже тогда в качестве основной 
области применения новых подходов представлялось 
именно компьютерное моделирование. Сформировалось 
такое убеждение во многом благодаря также идеям 
Н.Н. Моисеева, который, в частности, рассматривал мо-
дель в первую очередь как своеобразное «упакованное» 
знание, представляющее собой специфическую форму 
наиболее эффективного кодирования разнородной инфор-
мации. При этом, в отличие от обычных способов кодиро-
вания, модель за счет специальной систематизации имею-
щейся информации может нести в себе кроме уже извест-
ного и потенциальное знание, выявляемое впоследствии в 
процессе работы с моделью [6, с. 166]. 
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К сожалению, в силу разных обстоятельств, реально 
продолжить эти исследования удалось лишь в марте 1992 
года, непосредственным поводом для чего явилась подго-
товка предложений в программу исследований  
образованной тогда Украинской академии информатиза-
ции. Предполагалось также, что данная тема может стать 
основой диссертационного исследования ассистента ка-
федры ЭВМ ДонНТУ (тогда еще ДПИ) А.А. Кухтина, при-
нимавшего в то время участие в целом ряде совместных с 
автором проектов. Основным результатом данного перио-
да стал сделанный в Киеве в ноябре 1992 года доклад «О 
некоторых возможностях расширения логического базиса 
информатики» [7], в котором впервые была официально 
сформулирована  и проанализирована концепция двумер-
ного логического пространства в варианте, ставшем впо-
следствии основой многомерного кодо-логического базиса. 

С 1994 года продвижение в развитии идеи многомер-
ного кодо-логического базиса стало более систематичным 
благодаря началу работы автора над докторской диссерта-
цией в рамках докторантуры под руководством профессора 
В.А. Святного. Важным этапом при этом стала стажировка 
в Институте параллельных и распределенных суперЭВМ 
(Штуттгартский университет, Германия) под руководством 
профессора А. Ройтера с октября 1994 года по февраль 
1995 года. В докладе, сделанном  по результатам стажи-
ровки на институтском семинаре 31 января 1995 года, бы-
ли, в частности (в числе прочих вопросов), рассмотрены и 
перспективы развития «квазигенетической» логики и «ква-
зигенетического» кодирования. При этом было предложе-
но ввести в рассмотрение  кроме традиционных логиче-
ских и арифметических операций специальные «генетиче-
ские»  операции, предполагающие генерацию конкретных 
«точечных» значений на основе «квазигенетических» ко-
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дов, а также различные возможности их модификации или 
«мутации». 

В 1996 году в рассмотрение вводятся понятия «тетра-
логика» и «тетракоды» [8], альтернативные определению 
«квазигенетические», что в дальнейшем позволило обоб-
щить данный подход как на кодо-логический базис, пред-
шествующий бинарному («монологика» и «монокоды»), 
так и на базисы более высокого порядка, чем четверич-
ные [9]. Особо следует отметить, что в работе [8], кроме 
двумерного логического пространства, были также рас-
смотрены и двумерные интерпретации тетракодов. Парал-
лельно в этот период исследовались вопросы возможного 
использования тетракодов для кодирования изображений 
[10, 11], а также использование методов стохастической 
геометрии для анализа и синтеза вычислительных систем и 
алгоритмов нового поколения [12]. Кроме того, в контек-
сте поиска средств и методов  повышения эффективности 
вычислительного моделирования особое внимание уделя-
лось развитию концепции универсальных моделирующих 
сред, ориентированных на сетевую (распределенную и/или 
параллельную) вычислительную инфраструктуру [13–15], 
что явилось, по сути, первым шагом к концепции расши-
ренного алгоритмического базиса [16]. 

Важнейшим моментом при этом стало формулирова-
ние идеи о множественности эволюционирующих кодо-
логических форм качественного и количественного 
представления знаний [9]. При этом утверждалось, что 
«человеческий интеллект в зависимости от конкретной си-
туации и решаемой задачи использует в процессе мышле-
ния не одну логическую систему, а некоторое достаточно 
представительное множество таких систем и связанных с 
ними количественных представлений. Традиционно ис-
пользуемая двоичная логика и основанные на ней системы 
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счисления должны рассматриваться при этом в качестве 
одного из наиболее значимых, но отнюдь не единственных 
и не достаточных элементов современного интеллектуаль-
ного инструментария. Другими важными составляющими 
являются как некоторые более ранние формы мышления и 
представления количественной информации, так и целый 
ряд перспективных, которые существуют пока только  
в зачаточном или не полностью оформившемся виде, но 
обладают значительным информационным потенциа-
лом» [9, c. 59]. 

В 1997 году некоторые результаты исследований по 
многомерному кодо-логическому базису были впервые 
представлены в англоязычном информационном простран-
стве. В первую очередь речь идет о докладах на междуна-
родной конференции по моделированию в Стамбуле [17, 
18] и международном конгрессе по научным вычислениям, 
моделированию и прикладной математике в Берлине [19]. 

В 1999–2001 гг. удалось существенно продвинуться в 
исследовании и понимании феномена монокодов и моно-
кодовых вычислительных моделей [20–24]. Это позволило 
не только понять многие закономерности эволюционного 
развития методов и средств кодирования количественной 
информации, но и впервые предложить достаточно обос-
нованные решения и интерпретации для некоторых доста-
точно известных трудноразрешимых научных проблем, 
среди которых в первую очередь можно назвать проблему 
Фестского диска [21]. 

В 2002 году возможности практического применения 
тетралогики была продемонстрирована путем разработки 
специальной методики модельной и компьютерной под-
держки принятия решений в ситуациях когнитивного кон-
фликта [25]. Применение предложенной методики и спе-
циальных средств ее реализации для всестороннего анали-
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за одной из типичных научных проблем, характеризую-
щихся обилием противоречивой и малодостоверной ин-
формации, позволило показать специфику и преимущества 
новых подходов к решению такого рода задач. 

В 2002–2003 годах были также получены существен-
ные результаты в разработке нового поколения распреде-
ленных моделирующих сред [26–30], являющихся, по сути, 
одной из важнейших областей эффективного применения 
расширенного кодо-логического базиса, который в данном 
случае должен рассматриваться в неразрывной связи с 
расширенным алгоритмическим базисом. 

В 2000 году в большой обзорной работе  «Логика на 
рубеже тысячелетий» А.С. Карпенко пришел к весьма ха-
рактерному выводу, суть которого сформулирована сле-
дующим образом: «Приходится констатировать, что конец 
века и конец второго тысячелетия, а именно 1994 г., стал 
той критической точкой, когда под неимоверным давле-
нием окончательно рухнула конструкция под названи-
ем “классическая логика”» [31].  

Свой тезис А.С. Карпенко аргументировал, в частно-
сти, следующими фактами: в этом году в Англии и США 
издается большой сборник работ под названием «Что есть 
логическая система?» [32]. В том же году практически с 
таким же названием публикуется философская работа ло-
гика с мировым именем Хао Вана [33], которая открывает-
ся определениями логики, начиная от Канта и заканчивая 
Гёделем, и завершается характеристикой логики, данной 
Л. Витгенштейном в 1921 году: «Логика трактует каждую 
возможность, и все возможности суть её факты». И в том 
же году под  названием «Что есть истинная элементарная 
логика?» появляется статья выдающегося логика и фило-
софа Яакко Хинтикки [34], в которой развивается новая 
концепция IF-логики (Independence Friendly — друже-
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ственной к независимости). В то же время выходит целый 
ряд статей, связанных с  развитием и применением альтер-
нативных (неклассических) логик. В частности, с 1994 года 
начала публиковаться целая серия работ Д. Батенса и его 
учеников, где разработана логика, способная моделировать 
рассуждения, в ходе которых смысл логических терминов 
может измениться. Так возникло новое направление иссле-
дований, названное «адаптивными логиками» [35]. 

В итоге А.С. Карпенко детализирует содержание «ре-
волюции 90-х» в логике как фактическое исчерпание к 
этому времени практического потенциала ее простей-
ших форм: «Необычайный прогресс в хранении и, глав-
ное, в обработке информации на основе булевой (класси-
ческой) логики имеет не только свои естественные физи-
ческие пределы. Homo-логический универсум не является 
счётным, а процессы, в нем происходящие, не являются 
истинностно функциональными. Всё, что можно извлечь 
из предельного огрубления человеческой логики, впервые 
представленного работами Шеннона, Шестакова и Нака-
симы (а это было не что иное, как одна из конкретизаций 
булевого универсума), как раз извлекает происходящая 
сейчас компьютерная революция. Но в конечном счете эта 
конкретизация тупиковая для создания искусственного ин-
теллекта хоть мало-мальски соответствующего человече-
скому. Обозначилась явная тенденция к разработке но-
вой логики, которая по своим выразительным сред-
ствам намного богаче классической. Этим объясняется 
пристальное внимание специалистов к многозначным 
(бесконечнозначным) и нечеткозначным логикам (которые 
континуальны) в работах по искусственному интеллекту и 
других работах» [31]. 

Но главный смысл наметившихся в 1994 году измене-
ний А.С. Карпенко совершенно справедливо увязал с те-
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кущим уровнем развития компьютерных технологий и 
соответствующим смещением акцентов в развитии ло-
гики в направлении получения максимального прак-
тического результата: «Тематика абстрактной логики и 
общетеоретические проблемы обоснования математики… 
отступают перед новыми тенденциями в развитии логики 
конца ХХ века. Логика становится всё более насущной  
в компьютерных науках, искусственном интеллекте и  
программировании. Подобное приложение логики порож-
дает большое число новых логических систем, но уже  
непосредственно нацеленных на их практическое  
применение» [31]. 

И действительно, именно к 1994 году в качестве само-
стоятельного научного направления оформилась новая 
комплексная дисциплина, получившая в дальнейшем 
обобщенное название «вычислительный интеллект» (ВИ), 
и которая, по мнению многих специалистов, в т. ч. осново-
положника теории нечетких множеств Л. Заде, должна бы-
ла стать наиболее перспективной альтернативой т. н. «ис-
кусственному интеллекту» (ИИ). Одной из основных осо-
бенностей ВИ явилась ее ориентация на «мягкие вычисле-
ния» («Soft Computing»), концептуально описанные Л. Заде 
вместе с понятием ВИ именно в 1994 г. [36]. Фактически 
это означало качественно новый этап и в развитии идей 
нечеткой логики, получивших к 94-му году как бы «второе 
дыхание», что выразилось в появлении многочисленных 
аппаратных и программных реализаций, использующих 
соответствующие подходы (рис. 1.1).  

Концепция «вычислительного интеллекта» в дальней-
шем была положена в основу создания нового поколения 
вычислительной техники, в качестве одного из названий 
которого часто используется определение Real World 
Computers (RWС) — «компьютеры реального мира», что 
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призвано подчеркнуть максимальное приближение новых 
компьютерных технологий к реально используемым чело-
веком и живой природой средствам и методам кодирова-
ния, обработки, преобразования и передачи информации.  

 
Рисунок 1.1 — Динамика развития и применения идей не-
четкой логики [37], достаточно точно отражающая основ-
ные тенденции в развитии логических основ компьютинга 

во второй половине ХХ века и нарастание новой  волны 
ожиданий после 1993 года 

В работе [9] в связи с этим отмечалось, в частности, 
что одной из важнейших составляющих «вычислительного 
интеллекта» является компьютерное моделирование, эф-
фективно использующее весь спектр интеллектуализации 
вычислительных методов и средств. А в качестве соответ-
ствующего направления исследований была предложена 
концепция расширенного кодо-логического базиса, пред-
назначенная, во-первых, для обобщения и систематизации 
уже имеющихся в этой области результатов, а во-вторых 
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— для обеспечения возможности синтеза нового поколе-
ния средств и методов моделирования. 

Ко всему сказанному следует также добавить, что 
1994-й год стал во многом переломным и в развитии 
самих компьютерных технологий. Главным при этом 
явился глубинный переход от преобладания классиче-
ской фон-неймановской последовательной парадигмы 
организации вычислительных процессов к тотальному 
параллелизму на всех уровнях организации вычисли-
тельных структур. Проявилось это, в частности, в следу-
ющем:  

Во-первых, в 1994 году фирма Intel заканчивает раз-
работку процессоров нового поколения, получивших обо-
значение Pentium и реализующих суперскалярную архи-
тектуру, позволяющую выполнять за такт более чем одну 
инструкцию. В этом же году фирма NexGen на базе произ-
водственных площадей IBM начинает выпускать процес-
сор Nx586 с аналогичной архитектурой, который через не-
сколько лет после приобретения NexGen фирмой AMD 
станет основой для создания основных конкурентов 
Pentium, а именно процессоров K6, Athlon и последую-
щих [38]. Фактически это означало практически всеобщий 
переход на суперскалярную параллельную архитектуру 
начиная с уровня однокристальных процессоров и закан-
чивая наиболее производительными параллельными си-
стемами. 

Во-вторых, в июне 1994 года фирмы Intel и HP заклю-
чили соглашение о сотрудничестве в области разработки 
нового поколения 64-разрядных микропроцессоров, на ко-
торых приложения для платформы x86 и для Unix-систем 
работали бы одинаково эффективно. Разрабатываемая ар-
хитектура IA-64 предполагала в числе прочего обязатель-
ную реализацию параллелизма начиная уже с уровня объ-
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единения нескольких инструкций в одной команде 
(Ecplisity Parallel Instruction computing — EPIC). А парал-
лелелизм на всех уровнях признавался магистральным 
направлением дальнейшего развития компьютерных тех-
нологий [39]. 

В-третьих, летом 1994 года в научно-космическом 
центре NASA Goddard Space Flight Center (GSFC), а точнее 
в созданном на его основе центре CESDIS (Center of 
Excellence in Space Data and Information Sciences), был реа-
лизован проект Beowulf (www.beowulf.org), название кото-
рого превратилось в имя нарицательное для всех последу-
ющих кластерных систем такого рода (Beowulf-кластеры). 
Первоначальный кластер, который и был назван 
«Beowulf», создавался как вычислительный ресурс проекта 
Earth Space Sciences Project (ESSP) и состоял из 16-ти узлов 
на обычных процессорах 486DX4/100MHz с 16 MB памяти 
и 3-мя сетевыми адаптерами на каждом узле, обеспечива-
ющими связь через 3 обычных Ethernet-кабеля. Основное 
значение данного проекта заключалось в том, что впервые 
была наглядно продемонстрирована возможность дости-
жения сверхвысоких показателей  производительности на 
базе кластера, использующего самые обычные компьютер-
ные компоненты массового производства. А это фактиче-
ски означало начало массового применения параллельных 
вычислений не только на уровне архитектуры специаль-
ных высокопроизводительных систем, но и на сетевом 
уровне, позволяющем объединять различные компьютер-
ные ресурсы для реализации параллельных вычисле-
ний [40].   

В-четвертых, с июня 1993 года в университете Ман-
гейма (Mannheim, Германия) совместно с лабораторией  
Netlib (США) началось ежегодное формирование списка 
пятиста наиболее производительных вычислительных си-
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стем в мире. Уже в 1994 году изменения в этом списке 
наглядно показали резкое сокращение числа однопроцес-
сорных систем в пользу систем с массовым параллелиз-
мом, а затем и кластерных систем (рис. 1.2). 

 

 
Рисунок 1.2 — Динамика изменения удельного числа си-
стем с различной архитектурой в списке пятиста наибо-

лее производительных вычислительных систем 
(www.top500.org): 1 – MPP (Massively Parallel Processing) 
– архитектура вычислительных систем с массовым па-
раллелизмом; 2 – кластерные системы; 3 – SMP (Sym-

metrical Multiple Processing) – симметричные многопро-
цессорные системы; 4 – Constellations – суперкомпью-
терные платформы на основе открытых компонентов; 

 5 – однопроцессорные системы; 6 – прочее 
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В-пятых, к 1994 году Интернет окончательно пре-
вратился в глобальную Сеть, стимулом к лавинообраз-
ному росту которой стало утверждение к 94-му году 
стандартов на язык гипертекстовой разметки HTML 
(версия 2.0) и сопутствующие технологии, на базе чего 
сформировалась новая информационная инфраструкту-
ра, получившая наименование WWW — World Wide Web 
(«Всемирная паутина»).  

Знаковым явлением при этом можно считать образо-
вание в 1994 году первой компании, ошеломляющий ком-
мерческий успех которой целиком и полностью был осно-
ван на существовании Сети. Этой компанией явилась 
Netscape Communication, основанная разработчиками пер-
вого в мире браузера Mosaic и бывшим профессором 
Стенфордского университета Джимом Кларком, ранее ос-
новавшим компанию Silicon Graphics, ставшую одним из 
лидеров в разработке высокопроизводительных вычисли-
тельных систем. Начав с выпуска в 1994 браузера Netscape 
Navigator, компания в 90-е годы стала одной из наиболее 
успешных компьютерных корпораций благодаря своему 
вкладу в развитие клиентских и серверных web-
технологий, позволивших в кратчайшие сроки добиться 
действительно массового использования Сети и превраще-
ния ее, по сути, в единую сверхпроизводительную инфор-
мационно-вычислительную среду [41, с. 106]. 

В-шестых, в 1994 году закончился многолетний су-
дебный процесс по иску ATT к университету Беркли, ка-
сающийся прав собственности на операционную систему 
UNIX.  Судебное решение о возможности свободного рас-
пространения данной системы (наряду с существованием 
права частной собственности на отдельные ее версии) фак-
тически открыло дорогу повсеместному использованию 
современных многозадачных операционных систем с мас-
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совым параллелелизмом процессов, основанном как на 
эффективном использовании квантования времени, так и 
на использовании множества процессоров [42, c. 62]. Ито-
гом этого стало и массовое распространение операцион-
ных систем семейства Linux (аналогов UNIX, порожден-
ных «Сетью и для Сети»), и переход на использование раз-
личных представителей семейства UNIX в абсолютном 
большинстве высокопроизводительных систем, представ-
ленных в списке Top500. Отражением этих процессов стал 
и ускоренный переход на аналогичные по своей организа-
ции операционные системы в фирме Microsoft, что в 1995 
году выразилось в выпуске Windows 95, а в последующем 
— Windows XP, Windows 7 и др., что фактически означало 
тотальный переход на многозадачность и параллелизм на 
уровне операционных систем.  

В-седьмых, в 1994 году закончилась разработка спе-
циального интерфейса передачи сообщений MPI, ставшего 
первым стандартом передачи сообщений в сетевых и па-
раллельных вычислительных средах [43, c. 111]. Этим, 
фактически открывалась возможность массовой реализа-
ции параллельных приложений в гетерогенных сетевых 
вычислительных средах, в том числе работающих на базе 
различных программных платформ. 

В-восьмых, с 1994-го фирма SUN начинает адаптиро-
вать свою технологию платформенно независимого про-
граммирования Oak к среде Интернет, что приводит в 
1995 году к появлению технологии Java, не только обеспе-
чившей независимость приложений от аппаратной и про-
граммной платформы на базе реализации принципа вирту-
альной машины, но и создавшей условия для массового 
перехода от последовательного программирования в среде 
локального компьютера к параллельному программирова-
нию в условиях гетерогенной Сети.  
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В-девятых, в 1994 году началась третья волна разви-
тия клиент-серверных приложений, которая в отличие от 
первой волны, ориентированной на файловые серверы, и 
второй, ориентированной на серверы баз данных, впервые 
в качестве основной среды реализации предполагала рас-
пределенные объекты в Сети (рис. 1.3). Первым примером 
реализации такой инфраструктуры распределенных объек-
тов стала архитектура CORBA [44, с. 53].   

 

Рисунок 1.3 — Три волны развития технологий «клиент-
сервер»: 1 – файловые серверы, 2 – серверы баз данных, 3 – 
распределенные веб-ориентированные объекты [44, с. 53] 

Таким образом, в 90-е годы (кульминацией перемен 
можно считать 1994 год) произошли качественные изме-
нения как в развитии логических основ, так и в области 
компьютерных технологий, которые обусловили актуаль-
ность соответствующих изменений в кодо-логическом [9] 
и алгоритмическом [16] базисах современных компьютер-
ных технологий.  

Суть данных изменений может быть сведена к утвер-
ждению о переходе от преобладания фиксированной то-
чечной определенности в логических, арифметических 
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и алгоритмических основах функционирования ком-
пьютерных систем к эволюционирующей множествен-
ности и неопределенности.  

В 2005 году в работе [1] в порядке развития идей, 
предложенных в работах [2–30], впервые были рассмотре-
ны и некоторые новые перспективы использования много-
мерного кодо-логического базиса в вычислительном моде-
лировании и представлении знаний. При этом были про-
анализированы следующие пять направлений, ориенти-
рованных на практическое развитие возможностей компь-
ютерного моделирования и представления знаний: 

 развитие многомерного логического пространства;  
 развитие понятия числа в контексте многомерного 
логического пространства;   
 развитие интерфейсных средств в контексте разви-
тия кодо-логического базиса; 
 эволюция алгоритмического базиса на основе раз-
вития кодо-логических средств; 
 переход от господства алгоритмического подхода к 
преобладанию различных форм комплексного модель-
ного представления. 

1.2. Двумерное логическое пространство1 
Необходимым условием при построении логической 

системы является выполнение главной задачи логики, ко-
торая базируется на двух ключевых моментах: 

1) соблюдение «правильных рассуждений» — отра-
ботка механизма перехода к правдивым выходным за-
ключениям исходя из входных предпосылок; 

                                                
1 Разделы 1.2–1.7 подготовлены по материалам монографии [45]. 
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2) получение «истинного знания» о предмете размыш-
ления для детальной проработки нюансов изучаемых 
явлений и их соотношениях друг с другом. 
Исследование особенностей развития расширенного 

кодо-логического базиса представляется на сегодня акту-
альным в связи с тем, что понимание основных закономер-
ностей перехода от монокодового этапа к современному 
бинарному (дикодовому) этапу позволит более эффективно 
реализовать переход к следующему (постбинарному,  
гиперкодовому) этапу в развитии компьютерных техноло-
гий. Первые элементы постбинарного компьютинга начали 
формироваться уже на протяжении XX века. В частности, 
в 90-е годы как самостоятельное научное направление 
оформилась новая комплексная дисциплина, известная в 
настоящее время под названием «вычислительный интел-
лект» (см., например, [46–48]).  

По мнению основоположника теории нечетких мно-
жеств Л. Заде, вычислительный интеллект (ВИ) является 
наиболее перспективной и значимой альтернативой тради-
ционно понимаемому искусственному интеллекту (ИИ). 
Одной из важнейших составляющих «вычислительного 
интеллекта» является компьютерное моделирование, эф-
фективно использующее весь спектр интеллектуализации 
вычислительных методов и средств.  

Предлагаемая концепция расширенного кодо-
логического базиса актуальна, во-первых, для обобщения 
и систематизации уже имеющихся в этой области резуль-
татов. А, во-вторых, что наиболее существенно, — для 
обеспечения возможности синтеза новых эффективных ме-
тодов и средств вычислений. Основная идея данной кон-
цепции базируется на гипотезе о множественности эво-
люционирующих кодо-логических форм и методов че-
ловеческого мышления.  
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Другими словами, в основу данного исследования по-
ложено представление о том, что человеческий интеллект 
в зависимости от конкретной ситуации и решаемой задачи 
использует в процессе мышления не одну логическую си-
стему (относительно простую бинарную логику), а некото-
рое достаточно представительное множество как более 
простых, так и более сложных систем (допускающих раз-
ного рода неоднозначности) и связанных с ними количе-
ственных представлений.  

Традиционно используемая в настоящее время двоич-
ная логика и основанные на ней системы счисления долж-
ны рассматриваться при этом в качестве одного из наибо-
лее значимых элементов современного интеллектуального 
инструментария, но отнюдь не единственного и не доста-
точного. Другими важными составляющими являются как 
некоторые более ранние формы мышления и представле-
ния количественной информации (являющиеся предметом 
рассмотрения в монографии [45]), так и целый ряд пер-
спективных, которые существуют пока только в зачаточ-
ном или не полностью оформившемся виде, но обладают 
значительным информационным потенциалом. 

Традиционные логические системы являются по сути 
одномерными, так как строятся в пределах оси, соединяю-
щей логические 0 и 1. В простейшем случае классической 
бинарной логики используются только два противополож-
ных логических значения. В наиболее сложных случаях, 
при построении непрерывных, в том числе нечетких, логик 
используется все пространство оси. 

Расширенное двумерное логическое пространство 
(рис. 1.4) может быть порождено базисом, состоящим из 
ортонормированной системы векторов «Истина» (может 
обозначаться как Т — True или Y — «Yes») и «Ложь» (F — 
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False или N — «No») с положительной и отрицательной 
полуосями [7].  

Логические значения 
при этом могут задаваться 
либо соответствующими 
координатами (например, в 
случае построения непре-
рывных логик), либо фикса-
цией характерных точек. В 
качестве последних должны 
быть выделены следующие: 

1 и 0 — значения «ис-
тина» и «ложь» классиче-
ской логики; 

А — абсолютная не-
определенность, «непрояв-

ленность», неизвестность (обозначение А было выбрано 
исходя из известной критики закона исключения третьего 
в «Науке логики» Гегеля: «Закон исключения третьего 
утверждает, что нет ничего такого, что не было бы ни А, 
ни не-А. Однако третье есть в самой этой тезе: само А есть 
третье, ибо оно может быть и +А и –А» [49, с. 482], т. е. 
значение его на момент высказывания утверждения неиз-
вестно, и эта неизвестность и есть фактически тем самым 
третьим); 

М — множественность, многозначность («истина» и 
«ложь» одновременно); 

S — симметричность (инверсная многозначность, от-
ражение М относительно точки А); 

I и O — инверсные «истина» и «ложь» (обозначения 
выбраны по подобию с 1 и 0, так как предполагается не 
только симметрия относительно точки А, но и относитель-

 
Рисунок 1.4 — Расширенное 
двумерное логическое про-

странство 
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но оси DR, при этом если 1 и 0 соответствуют положи-
тельному выбору некоторых значений из всего возможного 
множества, то I и O соответствуют отрицательному выбо-
ру, т. е. по принципу «все значения, кроме данного»); 

D и R — мнемонически соответствуют понятиям 
«дублирование» и «репликация», т.е. формы многозначно-
сти, по-разному комбинирующие свойства значений M и S. 

Каждой из перечисленных характерных точек может 
быть поставлена в соответствие точка, расположенная на 
половине расстояния между ней и А. Значения, соответ-
ствующие таким точкам, обозначим аналогичными симво-
лами, но с подчеркиванием, что мнемонически может ас-
социироваться с дробностью, половинчатостью. Суть дан-
ных значений состоит в том, что в них неопределенность 
принимает вероятностный характер, т. е. равновероятны 
равноудаленные значения. Например, значение М предпо-
лагает равновероятность 0 и 1.  

Приведенные обозначения существенно отличаются от 
тех, которые первоначально использовались в работе [8]. 
Изменение обозначений вызвано в основном двумя причи-
нами: необходимостью улучшения их мнемонических 
свойств и стремлением к максимальному соответствию ис-
пользуемых обозначений (с учетом возможных их рас-
шифровок) смысловому содержанию.  

Смысл предложенных значений может быть проиллю-
стрирован на одном простом примере. Поведение монеты 
при бросании принято считать классическим случаем рав-
новероятного события. Однако, если предположить что 
равновероятность выпадения орла или решки не является 
обязательной, то можно выделить следующие варианты 
знания о поведении монеты при  бросании: А — ничего не 
известно и возможны любые варианты; М — монета ведет 
себя классически, обеспечивая равновероятность орла и 
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решки; М — монета при бросании всегда падает на ребро и 
остается в вертикальном положении, оставляя одновре-
менно открытыми и орла и решку; 1 — при бросании все-
гда  выпадает решка; 0 — всегда орел; 1 — монета доступ-
на для наблюдения после бросания только в половине слу-
чаев, при этом каждый раз наблюдается решка; 0 — анало-
гично предыдущему случаю, но наблюдается орел.  

Таким образом, введение новых логических значений 
позволяет значительно расширить возможности формали-
зованной логической оценки различных нюансов реальных 
процессов и ситуаций. 

В двумерном логическом пространстве могут быть 
построены различные логические системы, отличаю-
щиеся прежде всего количеством используемых логи-
ческих значений. Возможные логические системы будем 
обозначать как LN

K, где К есть количество используемых 
логических значений или порядок логики, а N — порядко-
вый номер  логической системы в наборе рассматриваемых 
логик порядка К. В контексте данного раздела логическую 
систему будем интерпретировать лишь как множество со-
ответствующих логических значений, т. е. LN

K = {х1, х2, ..., 
хК}, хотя в общем случае логическая система определяется 
как множеством логических значений, так и множеством 
логических функций. С целью терминологического едино-
образия  для наименования логических систем будем ис-
пользовать слово «логика» в комбинации с греческим кор-
нем, соответствующим  значению К. Введем, в частности, 
в рассмотрение следующие логические системы: 

монологика: L1
1= {1} (в принципе, возможны и дру-

гие системы, например, L2
1= {0}, но, с практической точки 

зрения, достаточно ограничиться L1
1, что соответствует 

рассмотрению и фиксации лишь «положительных» фактов 
и суждений); 
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дилогика: L1
2= {1, 0} — соответствует классической 

бинарной логике; возможно (но, с практической точки зре-
ния, вряд ли целесообразно) построение и других вариан-
тов дилогики, например  

L2
2= {1, А}, L3

2= {А, 0} и т.п.; 
трилогика: L1

3= {1, 0, А}, L2
3= {1, 0, М}, L3

3= {1, 0, 
М}, что покрывает практически все ранее предложенные 
варианты трилогики; 

тетралогика: L1
4= {1, 0, А, М} и L2

4= {1, 0, М, М}, что 
соответствует ранее предложенным в работе [8] первым 
вариантам тетралогики; существенный интерес представ-
ляют и другие варианты тетралогики, например,  

L3
4= {1, 0, S, М}, а также L4

4= {1, 0, А, М}; 
пенталогика: L1

5= {1, 0, А, М, М},  
            L2

5= {1, 0, А, S, М} и т.п.; 
гексалогика: L1

6= {1, 0, А, М, М, S} и др.; 
октологика: L1

8= {1, 0, М, R, O, S, I, D},  
          L2

8= {1, 0, М, S, R, D, A, M} и др.; 
декалогика: L1

10= {1, 0, М, R, O, S, I, D, А, М}и др.; 
гексадекалогика: 

L1
16= {1, 0, М, R, O, S, I, D, 1, 0, М, R, O, S, I, D}и т.д. 

Логики третьего и более высоких порядков, суще-
ственно отличающиеся от классической бинарной, целесо-
образно объединить одним термином, используя для этого  
обозначение «гиперлогика». 

Естественно, что перечисленные выше логики отнюдь 
не исчерпывают всех возможных вариантов, число QK ко-
торых для каждой из логик K-того порядка определяется 
количеством K-сочетаний из n различных значений, задан-
ных в логическом пространстве:     
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Если ограничиться только семью возможными логиче-
скими значениями в пределах одного положительного 
квадранта логического пространства, т. е. принять n = 7, то 
количество всех возможных вариантов дилогики составит 
QK = 21. Для трилогики, как и для тетралогики, получим 
35 вариантов. Однако, естественно, далеко не все  эти ва-
рианты равноценны: лишь некоторые из них имеют прак-
тическое значение. Поэтому из всего множества вариантов 
выделены лишь те, которые уже сейчас можно идентифи-
цировать как достаточно продуктивные, в т. ч. — с точки 
зрения образования на их базе эффективных систем коди-
рования количественной информации. 

Аналогично тому, как бинарная логика является осно-
вой двоичной системы счисления, на базе перечисленных 
выше логических систем могут быть построены соот-
ветствующие системы кодирования количественной 
информации. Все вводимые системы кодирования будем 
рассматривать на машинном уровне, т. е. на уровне двоич-
ной системы счисления, когда кодовый алфавит однознач-
но совпадает с алфавитом соответствующей логической 
системы. Системы кодирования при этом могут быть зада-
ны так же, как и соответствующие логические системы. 
Таким образом, в рассмотрение могут быть введены: 

монокоды: C1
1= {1}; 

дикоды: C1
2= {1, 0} и др.; 

трикоды: C1
3= {1, 0, А}, C2

3= {1, 0, М}, 
     C3

3= {1, 0, М} и др.; 
тетракоды: C1

4= {1, 0, А, М} и C2
4= {1, 0, М, М},  

        C3
4= {1, 0, S, М}, C4

4= {1, 0, А, М} и др.; 
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пентакоды: C1
5= {1, 0, А, М, М},  

         C2
5= {1, 0, А, S, М} и т. п.; 

гексакоды: C1
6= {1, 0, А, М, М, S} и др.; 

октокоды: C1
8= {1, 0, М, R, O, S, I, D},  

       C2
8= {1, 0, М, S, R, D, A, M} и др.; 

декакоды: C1
10= {1, 0, М, R, O, S, I, D, А, М} и др.; 

гексадекакоды:  
С1

16= {1, 0, М, R, O, S, I, D, 1, 0, М, R, O, S, I, D} и т. д. 
Аналогично тому, как это было сделано для логиче-

ских систем, для всех систем кодирования третьего и более 
высоких порядков может быть введен обобщающий тер-
мин «гиперкоды». 

В совокупности перечисленные логические и кодовые 
системы образуют расширенный (обобщенный) кодо-
логический базис.  

Следует отметить, что возможности расширения кодо-
логического базиса не исчерпываются двумерным логиче-
ским пространством, в котором, в частности, не находят 
своего отражения в явном виде идеи нечеткой логики [36, 
48–52]. Этот недостаток может быть устранен расширени-
ем логического пространства до трехмерного путем 
введения вектора функций принадлежности в качестве 
третьей составляющей ортонормированного базиса. 
При этом двумерному пространству классических функ-
ций принадлежности нечеткой логики будет соответство-
вать плоскость, ортогональная осям «ложь» и «истина» и 
пересекающая их в точках логических значений 0 и 1. 
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1.3. Трехмерное логическое пространство 
Рассмотренное в работах [7–9] двумерное логическое 

пространство может быть продуктивно расширено до 
трехмерного путем введения третьего измерения, соответ-
ствующего возможной недостоверности и/или «вариабель-
ности» (т. е. возможной изменчивости) логических значе-
ний двумерного пространства (рис. 1.5).  

Традиционные логические системы являются по сути 
одномерными, так как строятся в пределах оси, соединяю-
щей логические 0 и 1. В простейшем случае классической 
бинарной логики используются только два противополож-
ных логических значения. В наиболее сложных случаях, 
при построении непрерывных, в том числе нечетких, логик 
используется все пространство оси 0–1. 

Трехмерное логическое пространство может быть по-
рождено базисом, состоящим из ортонормированной си-
стемы векторов, определяющих двумерное логическое 

 
Рисунок 1.5 — Трехмерное логическое  
пространство с ортогональными осями  
«истина», «ложь» и «вариабельность» 
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пространство (см. раздел 1.2), а также вектора «Вариа-
бельность» (V — «Variability»), определяющего третье из-
мерение логического пространства. Логические значения 
при этом могут задаваться либо соответствующими коор-
динатами (например, в случае построения непрерывных 
логик), либо фиксацией характерных точек. В качестве по-
следних прежде всего должны быть выделены следующие: 
1 и 0 — значения «истина» и «ложь» классической логики; 
А — абсолютная неопределенность, «непроявленность», 
неизвестность; М — фиксированная множественность, 
многозначность («истина» и «ложь» одновременно); М — 
фиксированная равновероятность значений «истина» и 
«ложь», которая может рассматриваться в качестве техни-
чески реализуемого аналога состояния А. 

В дополнение к этим значениям, впервые рассмотрен-
ным в работе [7], в трехмерном логическом пространстве 
дополнительно вводятся соответствующие значения 1, 0, 
А, М и М, модифицируемые при определенных условиях. 
Интерпретация такой модифицируемости может быть 
различная: например, адаптивность логики в смысле 
Д. Батенса [35] или допустимость ценностных изменений в 
логических значениях в контексте возможной смены или 
дополнения парадигмы «знания + аргументация» более 
гибкой парадигмой «знания + оправдания» [56, с.154].  

В качестве одного из наиболее перспективных вариан-
тов реализации логических систем в трехмерном базисе 
можно рассматривать октологику, которая в соответствии 
с введенной в работе [6] системой обозначений может 
быть описана как следующий кортеж значений: LV

8= {0, 1, 
М, М, 0, 1, М, М}.  

При этом к модифицируемым логическим значениям, 
кроме простейших логических операций сведения всех 
значений только к одному из них (таблица 1.1), могут быть 
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также применимы специальные одноместные модифици-
рующие операции (таблица 1.2). 

Аналогично одноместным операциям могут быть зада-
ны и двуместные операции, которые будут одинаковыми 
как для модифицируемых, так и для фиксированных зна-
чений (таблица 1.3). 

 
Таблица 1.1 — Специальные одноместные  
                          модифицирующие операции 

Исходные 
значения 

Абсо-
лютная 
мини-

мизация 

Абсо-
лютная 

максими-
зация 

Абсолютное 
распаралле-

ливание 

Абсолют-
ная стоха-
стизация 

0 0 1 М М 

1 0 1 М М 

М 0 1 М М 

М 0 1 М М 
 
Таблица 1.2 — Одноместные модифицирующие операции 

Исходные 
значения 

Клас-
сиче-
ская 

инвер-
сия 

Операции с множественностью 

Инверсия Максимиза-
ция 

Миними-
зация 

0 1 0 0 0 

1 0 1 1 1 

М М М М М 

М М М М М 
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 Таблица 1.3 — Двуместные операции октологики 

Операнд 1 Операнд 2 И (min) ИЛИ (max) 

0 0 0 0 

0 1 0 1 

0 M 0 M 

0 M 0 M 

1 1 1 1 

1 M 1 M 

1 M M 1 

M M M M 

M M M M 

M M M M 

В качестве простейших частных случаев использова-
ния вариабельности могут рассматриваться тетралогика 
LV

4 = {0, 1, 0, 1} и дилогика LV
2 = {0, 1}, позволяющие ре-

ализовать свойство адаптивности в рамках подходов, ха-
рактерных для традиционной бинарной логики. 

Следует, однако, отметить, что определение «квазиге-
нетическая» в наибольшей степени применимо именно к 
рассмотренному выше варианту октологики, т. к. именно 
на ее базе могут быть наиболее полно промоделированы 
свойства генетического кодирования, в том числе необхо-
димые в специфических ситуациях и допустимые в опре-
деленном диапазоне мутации.  
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1.4. Монологика и монокоды 
Весьма существенным представляется введение в рас-

смотрение понятий монологики и монокодов, что позволя-
ет реализовать новый методический подход к систематиза-
ции  и вовлечению в круг интересов компьютерных наук 
чрезвычайно важного массива интеллектуальных достиже-
ний человеческой культуры, ранее практически выпавших 
из рассмотрения в современной информатике. Более того, 
анализ закономерностей и особенностей перехода от мо-
нологики к дилогике и от монокодов к бинарным кодам 
позволит эффективно использовать  этот опыт при перехо-
де к  гиперлогике и гиперкодам. 

С уверенностью можно констатировать, что моноло-
гика явилась исторически первым логическим постро-
ением, освоенным человеческим мышлением. Этот факт 
однозначно отражен в особенностях построения так назы-
ваемого праязыка, наиболее полно реконструированного 
сегодня на материалах индоевропейской языковой семьи 
(см., например, [57]). Отмечаются, в частности, следующие 
реконструированные особенности генетически ранних 
языковых форм [58]:  

Во-первых, господство простых единичных суждений, 
выражающих и закрепляющих знания о тех предметах, ко-
торые в результате практических потребностей рассматри-
вались как предметы отдельные.  

Во-вторых, как следствие отсутствие способов син-
таксического подчинения и дифференцированной системы 
союзных отношений, т. е. единственным способом выра-
жения грамматических связей между словами в предложе-
ниях праязыка было примыкание, поэтому индоевропей-
ское предложение было способным только к простому со-
положению слов, выражающих понятия, и, следовательно, 
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речь могла строиться только в виде упрощенного моноло-
га, состоящего из последовательности простых суждений 
(даже в классической латыни нередки случаи, когда 
сложное суждение еще не получает должного язы-
кового выражения). 

В-третьих, практически единственным видом умоза-
ключений был вывод от единичного к единичному — яв-
ление, ярко выраженное сегодня в мышлении детей до-
школьного возраста.   

Сложноподчиненные предложения с подчинительны-
ми союзами (так, как, потому что, ибо и т. п.) впервые по-
являются только после распада  индоевропейской языко-
вой общности и образования современных языковых се-
мей, приспособленных для тонкой передачи не только вы-
сказываний повышенной сложности, но и их зависимости 
друг от друга. А это явление датируется примерно 5–3 ты-
сячелетиями до н. э.  

В качестве примера можно обратиться к «Ригведе» 
(РВ) — древнейшему из сохранившихся текстов достаточ-
но большого объема [59]. Та часть РВ, которая  на сегодня 
уверенно идентифицирована как наиболее древняя, ухо-
дящая корнями устной традиции в эпоху индоевропейской 
общности,   целиком и полностью выдержана в упрощен-
ной монологической форме и состоит из логически слабо 
связанных последовательностей констатирующих сужде-
ний, призывов, заклинаний и риторических вопросов. Из 
более чем тысячи гимнов РВ не более двух десятков с 
большей или меньшей достоверностью можно назвать 
диалогами, причем лишь в их зачаточной неразвитой фор-
ме. Даже в наиболее поздних частях РВ для диалогов ха-
рактерны такие явления, как отсутствие достаточно ясной 
связи между репликами, впечатление об отсутствии каких-
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то звеньев в развитии событий, частая невозможность уве-
ренной идентификации  авторов реплик [59, с. 492].  

В контексте нашего изложения важно также отметить 
характерную для РВ неразвитость логического отрицания 
и вытекающей из него системы логических противопо-
ставлений. Заметно это прежде всего в ярко выраженной и 
довольно хаотичной многозначности лексики,  доходящей 
до того, что некоторые слова могут объединять в себе пря-
мо противоположные значения, как, например, ari — это 
может означать в зависимости от контекста и  «друг» и 
«враг», а maya — это и «сверхъестественная мудрость» и 
«обман». При этом конкретное значение весьма суще-
ственно зависит от контекста и не всегда может быть 
определено с достаточной степенью уверенности. 

Характерным для РВ является также отсутствие каких-
либо намеков на возможность логического получения зна-
ний, что обусловлено невозможностью построения на базе 
монологики сколь-нибудь развитой системы логических 
операций. Авторы Ригведы обозначаются словом «риши», 
которое, кроме значения «мудрец», имеет также значение 
«поэт»: «Поэт в обществе ариев был носителем той мудро-
сти, которая в моменты озарения открывается богами от-
дельным избранным лицам. Поэт молит богов о том, чтобы 
ему были дарованы эти мгновения просветления, когда пе-
ред ним раскрывается божественная истина, скрытая от 
обычных людских взоров. Мудрость — это раскрывающа-
яся на мгновение картина. Способ ее постижения — виде-
ние. Видит поэт внутренним взором, интуицией, внезапная 
вспышка которой озаряет для него божественную картину 
истины... В смене этих откровений заключалось познание 
мира, кодируемое словом dhi — «мысль, представление, 
взгляд, понятие, интуиция, познание, разум» [59, с. 458]. 
Древний индоевропейский корень dhi достаточно хорошо 
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просматривается в современном слове «вдохновение», 
означающем такие внелогические понятия как «воодушев-
ление», «наитие» и «творческий подъем». Еще более явно 
такие связи прослеживаются в современном украинском 
языке, где, например, с внелогическим оформлением и 
синтезом знаний связано слово «натхнення». 

Из логических операций с монологикой уверенно мо-
жет быть связана лишь импликация (лат. implicatio — 
сплетение), соответствующая в современном обыденном 
языке связке «если..., то ...». При отождествлении импли-
кации с логическим следованием в форме х  y содержа-
ние ее можно свести к следующим утверждениям: «если 
высказывание х истинно, то оно следует из любого выска-
зывания y», и «если х ложно, то из него следует любое у». 
В современную формальную логику данные утверждения 
вписываются не без проблем, в связи с чем возникло поня-
тие «парадокс материальной импликации» [60, c. 218]. 
Одной из причин такой ситуации является, по-видимому, 
реликтовость данной операции, унаследованной бинарной 
логикой из монологики, где она еще до оформления ее в 
языковую конструкцию являлась основой построения про-
стейших суждений «от единичного к единичному». 

В алгоритмическом плане монологике соответствует 
простая последовательность операторных вершин, вы-
полнение которой реализуется в соответствии с прави-
лом «если выполнен текущий оператор, то переходи к 
выполнению следующего». Большинство современных 
инструкций по подготовке к эксплуатации технических 
устройств, например, является именно такими простей-
шими алгоритмами. 

Монокоды несколько упрощенно можно определить 
как коды без ноля. Другими характерными признаками 
монокодов являются их непозиционность и представление 
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значений соответствующим количеством определенных 
предметов или знаков. Другими словами, в случае моно-
кодов некоторое количество чего-либо прямо репрезен-
туется соответствующим количеством счетных знаков 
или предметов. Простейшими примерами монокодов яв-
ляются нарастающие ряды зарубок или других однород-
ных меток, которые не только сегодня служат простейшим 
средством для последовательного подсчета каких-либо со-
бытий, но и, по многочисленным археологическим свиде-
тельствам, являлись на ранних этапах развития цивилиза-
ции единственным средством фиксации числовых значе-
ний (см., например, [61]). 

Многие из первичных форм и приложений монокода 
сохранились в употреблении и сегодня. Наиболее типич-
ный пример: точечные обозначения на игральных костях, 
использование которых в обиходе древнейших носителей 
индоевропейского праязыка подтверждается не только 
древнеиндийскими тестами, но и целым рядом археологи-
ческих находок (см., например, [62]). Другим наглядным 
примером являются счеты, ведущих свою родословную от 
древнейшего счетного прибора — абака.  

Несмотря на кажущуюся примитивность, уже про-
стейшие формы монокода могли использоваться для весь-
ма сложных вычислений и, что особенно важно, построе-
ния довольно развитых средств вычислительного модели-
рования. Наиболее ярким (и пока фактически уникальным) 
примером такого рода является хранящаяся в Эрмитаже 
костяная пластина (рис. 1.6), возраст которой, по разным 
оценкам, может составлять от 15-ти до 25-ти тысяч лет. 
Детальная реконструкция и расшифровка точечных узоров 
на пластине позволяет достаточно уверенно идентифици-
ровать ее как тщательно продуманный  вычислительный 
прибор, позволяющий относительно просто отслеживать и 
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прогнозировать основные календарные и астрономические 
события, а также изменения в видимом положении небес-
ных тел [45, 58]. 

 
Рисунок 1.6 — Древняя пластина с то-
чечными узорами монокода, интерпре-
тируемыми  как довольно сложная вы-

числительная модель [45] 

Одной из основных проблем при работе с монокодами 
является представление больших чисел. Поэтому развитие 
монокодов шло в основном по пути введения специальных 
знаков для определенных количеств, что должно было об-
легчать представление относительно больших значений. 
Так, например, уже на ранних стадиях (3200 г. до н. э.) 
развития цивилизации Древнего Египта существовали от-
дельные обозначения для чисел до девяти (в виде верти-
кальных черточек), десятков (короткий изогнутый отрезок 
веревки), сотен (спирально свернутый отрезок веревки, по 
форме напоминающий узоры на упомянутой выше пла-
стине), а также — тысяч, десятков, сотен тысяч и миллио-
на [63]. Известны также достижения пифагорейской шко-
лы в области так называемых фигурных чисел. Одной из 



Глава 1 44 

наиболее развитых систем монокода являлись греческая и 
кириллическая «алфавитные цифири»,  позволявшие пред-
ставлять цифровые значения символами алфавита со спе-
циальными обозначениями (рис. 1.7). Такая форма записи 
чисел была общеупотребительной в России вплоть до 
XVIII века. Из сохранившихся сегодня в употреблении 
развитых форм монокода необходимо отметить в первую 
очередь римскую систему нумерации.  

 
Рисунок 1.7 — Одна из наиболее разви-
тых форм монокода: числовые значения 

символов алфавита (в данном случае 
кириллицы) 

Заметим, что ранние формы монокода были макси-
мально удобны для последовательного инкрементного 
(или декрементного) счета. Поздние формы монокода бы-
ли относительно хорошо приспособлены для компактного 
представления натуральных чисел вплоть до миллионов. 
Однако уже простое сравнение чисел, представленных мо-
нокодами, а тем более — выполнение с ними основных 
арифметических операций, являлось довольно сложной 
задачей. В связи с этим практически повсеместно для вы-
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числительных операций использовались специальные 
средства типа абака, существенно облегчающие манипуля-
ции с монокодами.  

Абак оставался в качестве основного вычислительного 
средства вплоть до широкого распространения десятичной 
«арабской» системы, включившей нуль в качестве одной 
из равноправных цифр. 

1.5. Дилогика и дикоды 
Важнейшей предпосылкой перехода от монологики к 

бинарной логике (дилогике) явилась необходимость в чет-
ком оформлении понятия отрицания и соответствующей 
разработке системы противопоставлений. В монологике 
отрицание как таковое еще четко не оформлено и может 
пониматься в основном как «непроявленность», неясность, 
недоступность для понимания. Так, например, в «Гимне о 
сотворении мира» в РВ отрицание интенсивно использует-
ся для описания непознаваемой ситуации «до сотворения»: 
«Не было не-сущего, и не было сущего тогда... Не было ни 
смерти, ни бессмертия тогда… Не было ни признака дня 
[или] ночи...» [64, с. 44], что в некоторых вариантах пере-
вода на современный язык может звучать вполне абсурдно: 
«Было не было и Не-было тоже...» [65, с. 125]). Для антич-
ной же науки характерен как раз повышенный интерес к 
четкой проработке проблемы отрицания.  

Для современного исследователя чрезмерное увлече-
ние пифагорейской школы учением о противоположностях 
представляется иногда весьма наивным, оправданным 
лишь для первых шагов познания. Однако явление «гипер- 
использования», когда применимость новшества испыты-
вается везде, где это возможно, наблюдается повсеместно 
и в современной науке в процессе любых действительно 
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многообещающих нововведений. Поэтому правильнее счи-
тать «науку о противоположностях» не первыми шагами 
научного познания как такового, начавшегося значительно 
раньше, в «эпоху монологики», а начальным этапом «эпо-
хи дилогики».  

Связанной с этим «болезнью роста» можно считать и 
гипертрофированное использование древнегреческими 
философами диалоговой формы научных трактатов, не-
сколько раздражающей своей навязчивостью современного 
читателя. Любопытно отметить, что последний ярко выра-
женный всплеск повышенного интереса к диалогу в науч-
ных текстах имел место в XV веке, когда в Европе оконча-
тельно утверждалась в качестве основной системы записи 
чисел индийско-арабская система с нулем [66, с. 111]. А 
именно наличие и регулярное использование специального 
знака для нуля является наиболее характерным признаком 
бинарных кодов (дикодов), построенных на основе дило-
гики. Основной современной формой дилогики стала би-
нарная логика, оперирующая значениями «истина» и 
«ложь». Однако определенный интерес могут представлять 
и другие её варианты, оперирующие, например, такими 
парами логических значений, как «истина» и «неизвест-
ность» или «истина» и «многозначность».  

Дикоды могут быть определены как «позиционные 
системы с нулем», основанные на использовании дилоги-
ки. Наиболее простой и очевидной формой дикода являет-
ся классический двоичный (бинарный) код, к которому мо-
гут быть сведены и все другие из используемых сегодня в 
вычислительной технике систем счисления: троичная, 
восьмеричная, десятичная, шестнадцатиричная и пр.  

«Изобретение нуля» по праву считается одним из важ-
нейших шагов на пути к современной математике. Доста-
точно отметить тот факт, что в математический язык поня-
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тие «алгоритм» пришло вместе с нулем [66, с.93]: одним из 
первых источников, принесших вместе с десятичной пози-
ционной системой понятие нуля в Западную Европу, стал 
латинский перевод в XII веке книги известного арабского 
мыслителя IX века аль-Хорезми, которая в переводе назы-
валась «Об индийском числе, сочинение Алгоризми». Вы-
несенное в заглавие латинизированное имя автора как раз 
и стало прообразом слова «алгоритм».  

Практически одновременно, от названия другой книги 
аль-Хорезми, сформировалось и понятие «алгебра»,  что 
отнюдь не случайно. Ибо с введением нуля, а фактически, 
в нашей интерпретации, при переходе от монокодов к ди-
кодам, появилась реальная возможность достаточно про-
стой алгоритмизации основных арифметических действий, 
что послужило стимулом и основой развития алгебраиче-
ского метода в математике. Процесс перехода от моноко-
дов к дикодам в Европе растянулся на несколько столетий 
и проходил в острой борьбе, как тогда считали, двух наук: 
одной — математики на абаке, другой — математики без 
абака, на бумаге. Эта борьба известна в истории математи-
ки как борьба абакистов и алгоритмиков [67, с. 50]. 

Утверждение дикодов в качестве основной формы 
представления числовых значений открыло дорогу не 
только интенсивной алгоритмизации и алгебраизации ма-
тематики, но и определило переход от абака к механиче-
ским арифмометрам, а также — к весьма своеобразным 
механическим устройствам вычислительного моделирова-
ния, работающий по принципу часового механизма (см., 
например, [68]).  

Главный же успех дикодов был обеспечен электрон-
ными вычислительными машинами, в которых они оказа-
лись наиболее эффективными именно в своей простейшей 
двоичной форме. Однако с переходом к так называемым 
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ненеймановским архитектурам, которые в настоящее вре-
мя представлены в первую очередь массивно параллель-
ными и сетевыми вычислительными структурами, начина-
ет все более остро ощущаться ограниченность бинарных 
кодов как практически единственных методов кодирова-
ния числовых значений в ЭВМ.  

Эта ограниченность выражается прежде всего в сле-
дующем: 

 интенсивное распространение новых методических, 
вычислительных и алгоритмических подходов, напри-
мер, т. н. мягких вычислений, генетических алгорит-
мов и т. п., требует соответствующей поддержки их 
как на аппаратном уровне, так и на уровне форматов 
данных и форм кодирования числовой информации; 
при этом желательно обеспечивать это не специфиче-
скими для каждого из подходов средствами, а макси-
мально универсальными, что в рамках ориентации ис-
ключительно на дикоды представляется крайне за-
труднительным; 
 в современных массивнопараллельных системах 
удельный вес межпроцессорного информационного 
обмена соизмерим, а порой и превосходит удельный 
вес чисто вычислительных операций (см., напри-
мер, [69]), что требует максимального повышения 
компактности кодирования информации для внешнего 
обмена, в т.ч.  даже за счет возможного повышения 
трудоемкости ее внутрипроцессорной обработки — 
кардинально же изменить здесь ситуацию на базе ди-
кодов не представляется возможным; 
 расширение применения различных форм вычисли-
тельного моделирования, в том числе с использовани-
ем массивно параллельных структур, требует эффек-
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тивного численного описания различных сложных 
структур реального мира, в т. ч. характеризуемых ва-
риабельностью параметров, а также той или иной сте-
пенью регулярности структурной организации, что 
также практически не поддерживается традиционными 
дикодами. 

1.6. Трилогика и трикоды 
Простейшим строгим обобщением классической логи-

ки явилась трилогика — троичная логика, в которой к двум 
традиционным значениям «истина» и «ложь» добавляется 
в какой-либо форме значение неопределенности. При этом 
особый интерес представляет тот факт, что и в данном 
случае развитие логических систем было тесно связано с 
дальнейшей разработкой понятия отрицания. 

Впервые формальная трехзначная пропозициональная 
логика была построена Лукасевичем в 1920 году [70]. В 
ней «истина» обозначена как 1, «ложь» — 0, «нейтрально» 
(«возможно») — 1/2. В качестве основных функций рас-
сматриваются отрицание и импликация, а производными 
от них считаются конъюнкция и дизъюнкция, определяе-
мые соответственно как минимум и максимум значений 
аргументов. Характерной особенностью логики Лукасеви-
ча является нейтральность операции отрицания в отноше-
нии значения «возможно». 

Обобщенная n-значная система Поста (1921 год, [56]) 
предполагала уже введение двух видов отрицания: цикли-
ческого N1 ([N1x] = [x] + 1 при [x] n и [N1n] = 1) и симмет-
ричного N2 ([N2x] = n – [x] + 1). При n = 2 эти отрицания 
совпадают, но уже при n = 3 они по-разному оперируют с 
логическими значениями. Существенным при этом являет-
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ся единообразие влияния каждого из видов отрицания на 
весь набор логических значений. 

Следующим существенным шагом в развитии трило-
гики является трехзначная система советского логика Боч-
вара (1938 г., [71]), построенная на разделении высказыва-
ний на имеющие смысл (т. е. истинные или ложные) и бес-
смысленные. При этом «истина» обозначается как R, 
«ложь» — F, «бессмысленность» — S. Для данного набора 
значений таблично задаются уже три следующих вида от-
рицаний: a — внешнее отрицание; a — внутреннее от-
рицание;a — внутреннее отрицание внешнего утвержде-
ния. Следует отметить, что данное построение, пожалуй, 
впервые для разработок в области неклассических логик 
оказалось весьма полезным практически для разрешения 
ряда парадоксов классической математической логики ме-
тодом формального доказательства бессмысленности 
определенных высказываний. В частности, с помощью 
своей системы Бочвар смог разрешить парадокс Рассела о 
множестве всех нормальных множеств, доказав несуще-
ствование такого множества. 

Среди последующих работ в области трилогики может 
быть выделена трехзначная система Рейхенбаха (1946 год, 
[72]), которая заслуживает внимания хотя бы потому, что в 
ней многозначная логика впервые вводится исходя не из 
исключительно внутренних потребностей математики или 
логики как таковой, а ввиду потребностей несколько менее 
абстрактной специальной науки. Рейхенбах построил свою 
трехзначную систему для описания явлений квантовой ме-
ханики. Основным положением системы является утвер-
ждение о том, что говорить об истинности или ложности 
высказываний правомерно лишь тогда, когда возможно 
осуществить их проверку. Если же нельзя ни подтвердить 
истинность высказывания («верифицировать»), ни опро-
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вергнуть его с помощью проверки, то такое высказывание 
должно оцениваться третьим значением — неопределенно. 
Характерным примером являются высказывания о нена-
блюдаемых объектах в микромире. Рейхенбах ввел 3 вида 
отрицаний: циклическое, диаметральное и полное, которые 
различаются в основном их действием в отношении «не-
определенности». В современных условиях наибольший и 
постоянно возрастающий интерес к различным вариантам 
трилогики проявляют специалисты в области разработки 
интеллектуальных систем. В работе [73], например, вво-
дится понятие информационного ноля  и троичная шкала 
Bit = {0, 1, }, которая выражает абстрактную семантику 
номинативной (да, нет, не знаю) и логической (истина, 
ложь, истинность неизвестна) шкал. Информационный 
ноль в данном контексте определяет формализованную 
внутреннюю неопределенность переменной х =  в двоич-
ной шкале. Операции классической логики переносятся 
при этом в трилогику следующим образом: если вариации 
неопределенных входных значений изменяют результат 
операции, то ей присваивается неопределенное значение 
, в противном случае неопределенности «поглощаются» 
и троичная функция имеет вполне определенное значение.  

Обобщая сложившиеся на сегодня наиболее распро-
страненные подходы к реализации трилогики в компью-
терных науках, ее операции можно свести в таблицу 1.4.  

В приведенной таблице неопределенность обозначена 
в своем крайнем выражении как «неизвестность» А, a 
есть отрицание утверждения «а» (понимаемое в его про-
стейшем виде, характерном для бинарной логики), а + b и 
a  b есть соответственно логическая сумма (дизъюнкция) и 
произведение (конъюнкция), а  b — импликация (следо-
вание), a  b — эквиваленция, а  b — сумма по модулю 
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2, а  b — стрелка Пирса (отрицание дизъюнкции), а  b — 
штрих Шеффера (отрицание конъюнкции). Данная таблица 
будет выглядеть аналогично при замене А на другие виды 
неопределенности, например, М или М. 

Таблица 1.4 — Реализация операций трилогики  

a b  a a + b a  b a  b a  b a  b a  b a  b 

0 0  1 0 0 1 1 0 1 1 

0 A 1 A 0 1 A A A 1 

0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 

A 0 A A 0 A A A A 1 

A A A A A A A A A A 

A 1 A 1 A 1 A A 0 A 

1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 

1 A 0 1 A A A A 0 A 

1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 

Трикоды (троичные коды, в которых каждый разряд 
представлен тритами) определяют способ представления 
данных в виде комбинации трех знаков. Аналогично дико-
дам трикоды также могут быть определены как «позици-
онные системы с нулем», основанные на использовании 
трилогики. По сути, троичные коды не являются троичной 
системой счисления, но используются в ней как основа, 
причем двоичный код может использоваться для кодиро-
вания троичных чисел (как, впрочем, и в системах счисле-
ния с любым основанием). 
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Идея представления троичной логики с помощью дво-
ичного кода была успешно воплощена в малой ЭВМ «Се-
тунь», разработанной в 1959 году в вычислительном цен-
тре Московского государственного университета под ру-
ководством Н.П. Брусенцова. Для не имеющей аналогов в 
истории вычислительной техники машины «Сетунь» была 
разработана троичная ферритодиодная ячейка [74], рабо-
тающая в двухбитном троичном коде, т. е. один трит запи-
сывался в два двоичных разряда 00, 01 и 10 (состояние 11 
не использовалось).  

1.7. Тетралогика и тетракоды  
Если не считать n-значной системы Поста, которая, с 

логической точки зрения, при n  3 представляется доста-
точно тривиальной и не вносящей ничего принципиально 
нового по сравнению с трилогикой, то можно считать, что 
первый шаг в области тетралогики был сделан также Лука-
севичем (1957 г., [75]). Суть предложенного подхода за-
ключалась в том, что неопределенность разделялась на два 
логических значения: «вероятность» (как приближение к 
«истине») и «невероятность» (как приближение ко «лжи»). 
Причем данный шаг интерпретировался как явное выраже-
ние тех идей, которые в зародышевом виде содержались 
уже в аристотелевой логике. Следует признать, однако, 
что, как и система Поста, данная логика существенно не 
продвинула развитие логических идей по сравнению с 
трилогикой, так как все построения по-прежнему остава-
лись в одномерном пространстве — в пределах оси «0–1». 

В то же время академик Б.В. Раушенбах, известный 
специалист в области механики (более 20 лет заведовал 
кафедрой механики Московского физико-технического ин-
ститута), к концу 90-х годов ХХ века убедительно показал, 
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что математика к настоящему времени по существу уже 
оперирует математическими объектами, обладающими 
всеми логическими свойствами троичности, и в качестве 
примера одного их таких объектов привел вектор с тремя 
ортогональными составляющими [76].  

Другими попытками преодоления одномерности ло-
гики можно считать древнекитайскую концепцию «гар-
монии противоположностей» (через взаимопроникнове-
ние и взаимодополнение противоположных начал Инь и 
Ян) и диалектическую концепцию «единства и борьбы 
противоположностей». 

В вычислительной технике возможность и необходи-
мость выхода за пределы одномерного логического про-
странства впервые была достаточно четко декларирована в 
1976 году американским математиком Н. Белнапом в рабо-
тах «Как нужно рассуждать компьютеру» и «Об одной по-
лезной четырехзначной логике» [77], в которых была 
предложена четырехзначная логика со следующими значе-
ниями истинности: T — «только Истина» (True); F — 
«только Ложь» (False); N — «ни Истины, ни Лжи» (None); 
B — «и Истина и Ложь» (Both). Необходимость четырех-
значной логики обосновывалась тем, что входные данные 
могут поступать в компьютер из различных независимых 
источников, что может привести к достаточно типичной 
ситуации: появлению противоречивой информации. Пред-
ложенная логика рассматривалась как средство практиче-
ского преодоления такой ситуации. 

В 1996 году независимо и практически одновременно 
вводится специальное понятие «тетралогика» для обозна-
чения четырехзначной логики в работах [8] и [73]. В част-
ности, в работе [73] введение данного понятия аргументи-
ровалось следующим образом: «Простейший учет внешней 
неопределенности состоит в переходе к тетралогике с фа-
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тальным (квадратным) нулем, который метит абсурдные 
ситуации внешней неопределенности фактических и апри-
орных знаний в шкале (0, 1, , �), и наличие на значимом 
входе любой функции квадратного нуля порождает на вы-
ходе функции знак �. При отсутствии в процессе фаталь-
ных ошибок и внутренних неопределенностей трилогика и 
тетралогика воспроизводят классическую логику». 

В работе [8] и в данной главе тетралогика трактуется 
существенно шире. 

Во-первых, предполагается возможность построения 
различных вариантов тетралогики, включающих в качестве 
логических значений, кроме классических 1 («истина») и 0 
(«ложь»), также различные парные комбинации следую-
щих значений: А («неопределенность», «непроявленность» 
— аналогично N в логике Белнапа), М («множественность» 
— аналогична В в ло-
гике Белнапа), М — 
(«возможность», «рав-
новероятность» — ана-
логична значению 
«возможно» в трилоги-
ке Лукасевича), S 
(«симметричность»), S 
(«возможность симмет-
ричности») и другие, 
представленные на 
рис. 1.8. 

Во-вторых, четко 
декларируется три ви-
да логических значе-
ний, отличных от клас-
сических: первый вид 

 
Рисунок 1.8 — Расширенное дву-
мерное логическое пространство: 
серым цветом выделен основной 

квадрант, включающий все тради-
ционные логические значения 
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— это значение полной неопределенности А; второй — 
неопределенность однозначных значений (М, S и др., рас-
положенные в логическом пространстве на границах квад-
рата MRSD); и третий — выражающий многозначность 
или множественность значений (М, S и другие значения на 
границах квадрата MRSD), что, соответственно, в зависи-
мости от конкретных ситуаций и задач, позволяет с макси-
мальной эффективностью реализовывать и использовать 
одни или другие варианты тетралогики.  

В-третьих, что наиболее существенно, тетралогика в 
различных ее проявлениях рассматривается прежде всего 
как основа для построения эффективных систем кодирова-
ния количественной информации, обладающих по сравне-
нию с традиционными рядом качественных преимуществ.  

«Проблема отрицания» в тетралогике и других гипер-
логиках требует существенно более глубокой проработки, 
чем в дилогике. В первом приближении различные альтер-
нативы операции логического отрицания могут задаваться 
как симметричные преобразования относительно тех или 
иных осей двумерного логического пространства. Напри-
мер, отрицание  в дилогике и трехзначной логике Лукасе-
вича есть симметричное отражение относительно оси АМ.  

Подобно тому, как переход от монокодов к дикодам 
открыл принципиально новые возможности для развития 
математики и новых вычислительных средств, переход к 
тетракодам также может открыть новые горизонты как 
в теоретическом плане, так и с точки зрения практиче-
ской эффективности. 

Основные особенности тетракодов можно проиллю-
стрировать, используя отображения трехразрядных кодо-
вых комбинаций на числовую ось, представляющую цело-
численные значения от 0 до 7 (эта операция по сути своей 
аналогична преобразованию тетракодов в простейший мо-



  57 Глава 1 

нокод, который для небольших численных значений явля-
ется существенно более наглядным, чем прочие коды). При 
этом введем следующие символьные обозначения, позво-
ляющие отображать не только конкретное единичное зна-
чение на числовой оси, но и различные комбинации, обра-
зуемые при кодировании количественной информации 
тетракодом: «» — пустые значения; «» — непустые 
определенные значения; «» — непустые неопределенные 
значения (задаваемые символом А); «» — непустые не-
определенные значения (задаваемые символом М).  

Простейшие комбинации типа 000 или 001 отобража-
ются на числовой оси единичными значениями соответ-
ственно как [] или [] и 
т. п. В случае использования символа множественности М 
значения на числовой оси генерируются путем последова-
тельной подстановки вместо М значений 0 и 1. При этом 
осуществляется перебор всех возможных комбинаций та-
ким образом, что количество одновременно кодируемых 
значений будет 2m, где m — количество разрядов, содер-
жащих М.  

Например:   00М = [];  
     0M0 = [];  
     1MM = []. 
Аналогично интерпретируется символ S, но с одним 

существенным различием: при подстановке значения 1 все 
разряды, расположенные правее данного, инвертируются, 
что соответствует симметричному отображению значений 
на числовую ось.  

Например:   0S1 = [];  
     S01 = [];  
     SM0 = []. 
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При использовании символа «возможно» М генерация 
конкретного значения осуществляется путем подстановки 
0 или 1, выбираемых случайно для каждого из разрядов, 
содержащих М (как правило, при каждом использова-
нии кода). 

Например:   1М1 = [];  
     M0M = []. 

Символ полной неопределенности А при каждом ис-
пользовании содержащих его кодов может интерпретиро-
ваться по-разному и в зависимости от конкретной ситуа-
ции может заменяться на какой-либо другой символ (0, 1, 
М, М, S и др.). 

Например:    1АА = [];  
    01A  01M = [];  
    00A  00M = []. 

Интерпретация символов I и O аналогична 1 и 0, но «с 
точностью до наоборот» и соответствует формуле «все 
значения кроме». 

Например:   OOO = [];  
     1II = [];  
     O10 = []. 

Символы D и R могут быть интерпретированы как 
«множественность с инверсией» и «симметрия с инверси-
ей» соответственно. 

Например:   D01 = [];  
     R01 = []. 

Для кодирования детерминированных структур, про-
цессов и сигналов с наибольшей эффективностью могут 
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использоваться тетракоды C3
4 = {1, 0, S, М} или октокоды 

C1
8 = {1, 0, М, R, O, S, I, D}.  

В случае же, когда объект кодирования характеризует-
ся стохастичностью, наиболее целесообразно использова-
ние гиперкодов типа  

C1
4 = {1, 0, А, М}, C2

4 = {1, 0, М, М}, C4
4 = {1, 0, А, М},  

C2
8 = {1, 0, М, S, R, D, A, M} или  

С1
16 = {1, 0, М, R, O, S, I, D, 1, 0, М, R, O, S, I, D}. 

Таким образом, представление чисел в виде гиперко-
дов дает возможность гибкого задания не только фиксиро-
ванных «точечных» значений на числовой оси (как в тра-
диционном кодировании), но и множество значений одно-
временно. По сравнению с обычным бинарным кодом ко-
личество бит, требуемых для кодирования чисел возраста-
ет при этом в log2K раз, где К — количество возможных 
значений в каждом разряде числа при его машинном пред-
ставлении (см. раздел 1.2).  

Для представления тетракодов, например, требуется 
удвоенная длина кодовых слов. Однако повышение степе-
ни информативности получаемых за счет этого кодов 
вполне оправдывает  увеличение затрат на кодирование. 
Экспериментально, в частности, доказана эффективность 
использования тетракодов для представления различных 
произвольных структур на примере кодирования изобра-
жений [10, 11]. 

1.8. Выводы 
Таким образом, рассмотренные в данной главе основ-

ные вопросы, связанные с развитием, текущим состоянием 
и ближайшими перспективами концепции обобщенного 
кодо-логического базиса, позволяют предположить, что 
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актуальность исследований и разработок в данном направ-
лении будет в дальнейшем возрастать, что в итоге может 
привести к определенному качественному скачку в разви-
тии компьютерного моделирования, а также — технологий  
кодирования и представления знаний. 

В то же время к числу важнейших составляющих рас-
ширенного или обобщенного кодо-логического базиса сле-
дует относить также монологику и монокоды, на базе ко-
торых зародилось и длительное время развивалось вычис-
лительное моделирование в виде так называемых моноко-
довых вычислительных моделей. 

Предложенная в данной главе концепция позволяет 
реализовать существенно новый подход к повышению эф-
фективности методов и средств «вычислительного интел-
лекта», суть которого состоит в интеграции преимуществ 
различных кодо-логических систем и получении за счет 
этого значительного синергетического эффекта. Первосте-
пенное значение возможности расширенного кодо-
логического базиса имеют для высокопроизводительного 
компьютерного моделирования сложных систем, где тре-
буются развитые возможности достаточно компактного и 
формализованного представления информации о явлениях 
и объектах реального мира, с трудом поддающихся форма-
лизации. 

 



Глава 2  
ПРОСТРАНСТВО  

И АЛГЕБРА ТЕТРАЛОГИКИ 

2.1. Основные тенденции перехода  
к пространству тетралогики1  
Так как логика служит одним из инструментов практи-

чески любой науки, то с появлением и широким распро-
странением вычислительной техники логика оказала зна-
чительное влияние на развитие искусственного (а позже — 
и вычислительного) интеллекта.  

Классическая булева логика [2] основана всего на двух 
логических состояниях: истина (логическая единица) и 
ложь (логический нуль). Такая логика из-за простоты реа-
лизации получила широкое распространение в вычисли-
тельной технике и более точное название: двоичная (дву-
значная) логика. Считается, что двоичная логика в доста-
точной степени способна выполнять основную функцию 
классической логики: исследование того, как из одних 
утверждений можно выводить другие. Но реальное мыш-
ление не сводится к манипуляциям только двумя логиче-
скими значениями, поскольку часто приходится иметь де-
ло с противоречивой информацией, например, поступив-
шей от нескольких независимых источников. Использую-
щий двузначную логику компьютер не является достаточ-
но совершенным устройством, которое, столкнувшись с 
противоречием, было бы способно сделать нечто большее, 
чем просто зафиксировать его существование. В частно-
                                                
1 Разделы 2.1–2.3 подготовлены по материалам публикации [1]. 
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сти, Н. Белнап в 1976 году высказал предположение, что 
совершенное устройство должно обладать некоторой стра-
тегией, с тем чтобы, обнаружив противоречивость опреде-
ленных представлений, иметь возможность отказаться от 
них [3]. Несмотря на постоянное увеличение вычислитель-
ной мощности современных компьютерных систем, суще-
ствующие логические основы их работы не позволяют в 
должной степени приблизить искусственный интеллект к 
человеческому, что делает практически недостижимым 
одно из требований к искусственному интеллекту: выпол-
нение функций (в частности, творческих), которые 
традиционно считаются прерогативой человека [4].  
Поэтому современное состояние «логического аппарата» 
компьютерных технологий представляет собой рубеж, 
преодоление которого положит начало созданию  
компьютерной техники нового поколения, в качестве 
обобщающего названия для которой целесообразным 
представляется использование определения «постбинар-
ный компьютинг» [5–7].  

Двоичная логика и основанные на ней системы счис-
ления представляют собой логическую систему, которая по 
своей сути является одномерной, поскольку строится в 
пределах оси, соединяющей логические «0» и «1». Такая 
одномерная логическая система не единственна и не доста-
точна, однако она является одним из наиболее значимых 
элементов современного интеллектуального инструмента-
рия. В целом можно констатировать, что XX век ознамено-
вался прогрессирующим нарастанием протеста против 
двузначности: это и отвержение закона исключенного тре-
тьего, и различные попытки преодоления «парадокса мате-
риальной импликации», и введение трехзначной логики, и 
общее усиление активности в области многозначных ло-
гик, и, наконец, появление нечеткой логики Заде, справед-
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ливо квалифицируемой «как вызов, брошенный европей-
ской культуре с ее дихотомическим видением мира в жест-
ко разграничиваемой системе понятий» [8].  

Другими важными составляющими являются как неко-
торые более ранние формы мышления и представления ко-
личественной информации, так и множество перспектив-
ных, существующих пока в не полностью оформившемся 
виде, но все же обладающих значительным информацион-
ным потенциалом. К одной из таких перспективных со-
ставляющих можно отнести двумерное логическое про-
странство, которое может быть порождено базисом, состо-
ящим из ортонормированной системы векторов «истина» и 
«ложь» с положительными и отрицательными осями 
(рис. 1.4). Таким образом, введение новых логических зна-
чений позволяет значительно расширить возможности 
формализованной логической оценки разнообразных ре-
альных процессов и ситуаций, что является существенным 
шагом к «очеловечиванию» машинной логики. 

В зависимости от количества используемых логиче-
ских значений в двумерном логическом пространстве воз-
можно построение ряда различных логических систем. В 
частности, к таким системам можно отнести монологи-
ку (1)1, дилогику (2), трилогику (3), тетралогику (4), пента-
логику (5), и т. п. На базе полученных логических систем 
могут быть построены и введены в рассмотрение системы 
кодирования количественной информации, которые зада-
ются так же, как и соответствующие им логические систе-
мы. Такими системами кодирования могут быть монокоды, 
дикоды, трикоды, тетракоды, пентакоды и т. п. (см. разде-
лы 1.4–1.7).  

                                                
1 В скобках указано количество используемых логических значений в каждой 
приведенной логической системе 
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В разделе 1.2 было предложено логики третьего и бо-
лее высоких порядков объединить одним термином  
«гиперлогика», а все соответствующие этим логикам си-
стемы кодирования — термином «гиперкоды», что в сово-
купности является кодо-логическим базисом постбинарно-
го компьютинга. В совокупности с традиционными бинар-
ными логикой и кодами, а также с монологикой и моноко-
дами гиперлогика и гиперкоды образуют более общее по-
нятие: «расширенный (обобщенный) кодо-логический ба-
зис». 

В данной главе рассматриваются основные особенно-
сти реализации постбинарных логических операций, ис-
пользующих четыре логических значения (состояния). При 
этом в качестве наиболее перспективного варианта рас-
сматривается тетралогика (рис. 2.1), включающая в себя 
наряду с классическими «истиной» (1) и «ложью» (0) зна-
чения «неопределенности» (А) и «множественности» (М). 

Полученные результа-
ты могут служить ос-
новой для дальнейше-
го развития так назы-
ваемой «алгебры  
тетралогики», кото-
рую можно рассмат-
ривать как важный 
этап развития постби-
нарной логики буду-
щего. Данный вариант 
тетралогики предста-
вим в виде множества 
четырех состояний 
L4 =  {0, 1, A, M}. Со-
стояния тетралогики 

 
Рисунок 2.1 — Двумерное логиче-
ское пространство с указанными 

логическими значениями рассмат-
риваемого варианта тетралогики 
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могут кодироваться тетракодом, представленным в виде 
значений С4 = {0, 1, A, M} и используемым по аналогии с 
бинарным кодом для поразрядного представления количе-
ственных значений. При этом в отличие от двоичной логи-
ки, где n-разрядное пространство определено 2n двоичны-
ми значениями, в тетралогике количество увеличивается 
до 22n = 4n значений тетракодов. 

По аналогии с понятием «бит» (англ. binary digit – 
один разряд в двоичной системе счисления) для поразряд-
ного представления тетракода целесообразно ввести поня-
тие тетрит (англ. tetrit), являющееся соответствующей 
трансформацией корневой основы «тетра» (англ. tetra), 
связанной со значением «четыре».  

Следует отметить, что параллельно понятие «tetrit» 
было предложено использовать как средство для упроще-
ния и разъяснения семантики обработки исключительных 
ситуаций при интервальных вычислениях [9], что в даль-
нейшем можно рассматривать как альтернативный (более 
узкий) вариант использования данного термина. 

Тетралогика  в простейшем варианте является конеч-
нозначной и, согласно теории функциональных сис- 
тем [10], может быть описана классом k-значных функций 
при k = 4. Таким образом, имеет место запись так называе-
мой тетрафункции Тrn  Tr, где Тr = {0, 1, A, M} — вы-
бранное множество тетралогики, nZ, n  0  — арность 
или местность функции. В данном представлении тетра- 
функции, элементы Тrn можно назвать векторами тетрало-
гики (тетравекторами). В случае n = 0 тетрафункция пре-
вращается в константу — одно из представленных состоя-
ний тетритов. Максимальное количество возможных n-
местных логических операций тетралогики определимо 
как число функций n

kN  в k-значной системе:  
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  ( ) ,
nn k m

kN k                   (2.1) 

где k — число знаков (основание системы счисления), n — 
число аргументов (входов), а m — число выходов [11]. Та-
ким образом, в тетралогике определено 4

4 (4)
nn mN   про-

стейших n-арных тетрафункций с m-арным результатом 
(выходом). 

В разделах 2.2–2.3 определены возможности выполне-
ния основных операций тетралогики, в частности реализа-
ции ряда унарных и бинарных поразрядных логических 
операций с тетритами. При этом проанализированы свой-
ства логических операций тетралогики и выполнение неко-
торых законов традиционной алгебры логики. 

2.2.  Реализация нольместных и одноместных  
логических операций  
Согласно (2.1) в тетралогике могут быть определены 

00 4 1 1
4 (4) 4 4N     простейших нольместных (нульарных, 

n = 0) логических тетрафункций, которые имеют следую-
щие обозначения: 0 — логический тождественный ноль; 1 
— логическая тождественная единица; А — неопределен-
ность логического состояния, принимающая значение 
тождественных ноля или единицы; М — множественность 
логического состояния, принимающая значение тожде-
ственных ноля и единицы. 

Одноместные (унарные) функции тетралогики опреде-
лены в количестве 

11 4 1 4
4 (4) 4 256N     (в отличие от 4-х и 

27-ми унарных функций двоичной и троичной логики). 
Количество возможных унарных функций тетралогики 
также равно числу размещений с повторениями k

nA  при 
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k = n = 4: 44 256.k k
nA n    В табл. 2.1 приведены назва-

ния и обозначения 16-ти базовых унарных тетрафункций. 
Столбец «№» обозначает номер тетракода в упорядочен-
ном множестве из 256 значений: 0000, 0001, 000А, 000М, 
…, МММ0, МММ1, МММА, ММММ. При этом каждый 
разряд такого значения является результатом унарной опе-
рации f над входным разрядом х. 

На рис. 2.2 и 2.3 приведена графическая интерпрета-
ция некоторых базовых унарных тетрафункций для тетри-
та Х, определенного на двумерном логическом простран-
стве как множество ХС4. 

Для унарных логических операций инверсной группы 
справедлив положенный в основу классической логики  
закон двойного отрицания [12], который в контексте  
тетралогики представляет явление, расширяющее не толь-
ко концепцию двойного отрицания как такового, но и при-
надлежность к его определенному виду. Соответствующая 
речевая конструкция данного закона может быть, напри-
мер, расширена до следующего выражения: «если извест-
но, как именно неверно, что неверно Х, то аналогичным 
образом известно, что верно Х». 

В классической логике двойное отрицание высказыва-
ния Х является следствием суждения Х, поэтому в рамках 
тетралогики имеет место тавтология:  

   Х  SWAP_(SWAP_(X))   
при   = {A/M, 0/1, FL, TR}. 

Обратное утверждение SWAP_(SWAP_(X))  Х 
при  = {A/M, 0/1, FL, TR} также не противоречит закону 
двойного отрицания в классической логике. Здесь  опре-
деляет один из видов отрицания (инверсии) и выражает 
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первую часть адаптированной под тетралогику речевой 
конструкции: «если известно, как именно…». 

Таблица 2.1 — Базовые унарные функции тетралогики 

№ 

x 

Название функции Обозначение А 1 М 0 

f(x) 
1 0 0 0 0 тождественный ноль O(x)=0 

29 0 1 M 0 минимизация неопределенности MIN_А(x) 

40 0 A 1 M 

циклический сдвиг (поворот, 
вращение) назад  
на 1 (1/4 оборота) или вперед 
на 3 (3/4 оборота) 

SHIFT_1B(x), 
SHIFT_3F(x)  

55 0 M 1 A вероятностная инверсия по оси 
«FALSE» SWAP_FL(х) 

86 1 1 1 1 тождественная единица I(х)=1 

93 1 1 M 0 максимизация  
неопределенности MАХ_А(x) 

100 1 A 0 M вероятностная инверсия  
по оси «TRUE» SWAP_TR(x) 

115 1 M 0 A 

циклический сдвиг (поворот, 
вращение) вперед на 1 (1/4 обо-
рота) или назад на 3 (3/4 
 оборота) 

SHIFT_1F(x), 
SHIFT_3В(x) 

142 A 0 M 1 
инверсия около неопределенно-
сти и множественности (тради-
ционная инверсия) 

x , #х, 
SWAP_А/М(x) 

145 A 1 0 0 минимизация множественности MIN_M(x) 
149 A 1 1 0 максимизация множественности MАХ_M(x) 

157 A 1 M 0 тождественная функция,  
повторитель 

x, 
SHIFT_0B(x), 
SHIFT_0F(x), 

171 A A A A абсолютная неопределенность А(x)=А 

202 M 0 A 1 

циклический сдвиг (поворот, 
вращение) вперед на 2  
(1/2 оборота) или назад  
на  2 (1/2 оборота) 

SHIFT_2F(x), 
SHIFT_2В(x) 

217 M 1 A 0 инверсия около нуля и единицы SWAP_0/1(x) 
256 M M M M абсолютная множественность M(x)=M 
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Рисунок 2.2 — Графическая интерпретация унарных 
логических операций инверсной группы (swap group) 

 

Рисунок 2.3 — Графическая интерпретация унарных 
логических операций сдвиговой группы (shift group) 
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В обобщенной записи закона двойного отрицания ин-
версных операций тетралогики можно воспользоваться 
свойствами математической равнозначности:  

  Х  SWAP_(SWAP_(X)). 
Для унарных логических операций сдвиговой группы 

определены направления сдвига. Так, под словом «назад» 
(сдвиговая операция SHIFT_<i>B, В от англ. Backward — 
назад) следует понимать направление сдвига, совпадающее 
с направлением оси «False» двумерного логического про-
странства (рис. 2.3). Аналогичным образом под словом 
«вперед» (сдвиговая операция SHIFT_<i>F, F от англ. For-
ward — вперед) — направление сдвига, совпадающее с 
направлением оси «True». Целое положительное число <i> 
(i=0  iN) определяет количество сдвигов (или «поворо-
тов» условной плоскости в концепции двумерного логиче-
ского пространства). 

На рис. 2.3 пунктирными линиями показаны соответ-
ствия при выполнении сдвиговых унарных операций тетра- 
логики. При i = 0 сдвиговые унарные операции 
SHIFT_<i> при  = {B, F} идентичны и соответствуют 
тождественной функции, т. е. являются повторителями: 

  X  SHIFT_0B(X)  Х,  X  SHIFT_0F(X)  Х. 
Очевидно, что X  SHIFT_0B(X), X  SHIFT_0F(X), 

откуда следует соответствие  
  SHIFT_0B(X)  SHIFT_0F(X). 
Аналогичным образом прослеживаются следующие 

идентичности (равнозначности): 
  SHIFT_3B(X)  SHIFT_1F(X); 
  SHIFT_1B(X)  SHIFT_3F(X); 
  SHIFT_2B(X)  SHIFT_2F(X). 
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Множество сдвиговых унарных операций SHIFT_<i> 
( = {B, F}) определено также для i > 3 при условии, что 
для любого N количества сдвигов (поворотов) справед-
ливо равенство i = ()mod4. В частности, циклическое вра-
щение вперед или назад на 4 (i = 4) условная плоскость ло-
гического пространства совершает 4/4 = 1 полный оборот, 
повторяя его предыдущее состояние. В таком случае 
i = (4)mod4 = 0, и функция циклического сдвига принимает 
вид SHIFT_0 при  = {B, F}. Такая организация логиче-
ских сдвиговых операций подчиняется закону n-ного 
сдвига в n-ичной логике, согласно которому n сдвигов 
вперед/назад равносильны повторению (утверждению). 
Ниже приведены примеры унарных тетрафункций сдвиго-
вой группы, возвращающих значение тетрита Х после по-
ворота логического пространства на i/4 оборота при значе-
ниях i, приведенных к диапазону значений 0  3: 

  SHIFT_16B(X) = SHIFT_0B(X); 
  SHIFT_18F(X) = SHIFT_2F(X); 
  SHIFT_25B(X) = SHIFT_1B(X);  
  SHIFT_31F(X) = SHIFT_3F(X). 
Унарные функции MIN_(X) и MАХ_(Х) при 

 = {A, M} — тетрафункции, приводящие неоднозначное 
значение тетрита, выраженное в состоянии неопределен-
ности А или множественности М, к определенным (одно-
значным) значениям логических нуля и единицы.  

Здесь в качестве минимального возвращаемого логи-
ческого состояния выбрано значение нуля, а в качестве 
максимального возвращаемого логического состояния — 
значение единицы. 
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Таким образом,  

   

0, X A,
MIN_A(X)

X, X A;


  

if
if

  

   
1, X A,

MAX_A(X)
X, X A;


  

if
if

 

   

0, X M,
MIN_M(X)

X, X M;


  

if
if

   

   

1, X M,
MAX_M(X)

X, X M.


  

if
if

 

Рассмотренные нульарные и унарные функции тетра- 
логики представляют собой теоретическую основу, на базе 
которой возможна аппаратная реализация 4-х безвходовых 
и 16-ти (из 256-ти возможных) базовых одновходовых ло-
гических элементов тетралогики с унарным выходом. 

2.3.  Реализация базовых  
двуместных логических операций  
Двуместные функции тетралогики позволяют создать 

множество полных систем функций представленной логи-
ки. Из (2.1) общее число двуместных (бинарных) логи- 
ческих операций тетралогики определено в количестве  

22 4 1 16
4 (4) 4 4 294 967 296N      

(к примеру, в двоичной логике определено всего 16, а в 
троичной логике — 19 683 двуместных операций). В част-
ности, для достаточного набора тетрафункций возможна 
адаптация критерия Поста и для алгебры тетралогики, в 
котором появится возможность сформулировать необхо-
димое и достаточное условие для того, чтобы некоторый 
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набор тетрафункций обладал достаточной выразительно-
стью для представления любой тетрафункции из полного 
набора. Однако следует учесть, что на данный момент в 
тетралогике, как и в любой k-значной логике не существу-
ет полного описания замкнутых классов при k > 2. Полное 
описание системы замкнутых классов для двузначной ло-
гики (k = 2) было предложено Эмилем Постом в 1940 году 
[13, с. 9]. Отсутствие замкнутых классов является одним из 
барьеров, сдерживающих развитие и распространение k-
значной (гипер-) логики. 

В качестве базовых двуместных тетрафункций можно 
выделить конъюнкцию и дизъюнкцию как операции, кото-
рые определенны для непустого множества {0, 1, A, M}, 
элементами которого являются высказывания.  

Следует отметить, что высказывания в тетралогике 
могут быть истинными, ложными, содержащими или ис-
тину или ложь, содержащими и истину и ложь одновре-
менно. Таким образом, под алгеброй тетралогики следует 
понимать ту ее часть (раздел), которая определяет логиче-
ские операции над высказываниями.  

Логическое умножение (конъюнкция) — логическая 
операция, по своему применению максимально прибли-
женная к союзу «и». Словосочетание «логическое умноже-
ние» может быть равнозначно заменено выражениями «И» 
или «логическое И». Для обозначения операции логиче-
ского сложения в данной работе используется знак «», 
т. е.   «И». В традиционной логике высказывание Х  Y 
истинно тогда и только тогда, когда оба высказывания Х, 
Y истинны. В тетралогике в качестве одного из способов 
определения операции конъюнкции может использоваться 
схемa Х  Y = min(X, Y) где Х, Y  {0, 1, A, M}, при кото-
рой сохраняется совместимость с булевой алгеброй для 
значений высказываний «0» и «1».  
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В контексте выражения Х  Y = min(X, Y) можно 
определить бинарную тетрафункцию BМIN(Х, Y)1, кото-
рую в силу наличия неявных, не поддающихся однознач-
ному сравнению, значений тетритов (неопределенность А, 
многозначность М) целесообразно разбить на две функции 
минимума BМIN_А(Х, Y) и BМIN_М(Х, Y). Так, для 
функции BМIN_А (BМIN_М), значение одного тетрита-
операнда, равное А (М), принимается меньшим (уступа-
ющим) по отношению к значению другого тетрита-
операнда, равного М (А). В остальных случаях значение 
логического нуля принято как минимальное значение, а 
значение логической единицы — как максимальное. Ана-
логичным образом определима бинарная тетрафункция 
максимума BMAX(Х, Y). Следовательно,  
если BМIN_А(А, М) = А (BМIN_М(А, М) = М),  
то BMAX_А(А, М) = М (BМAX_М(А, М) = А).  

Реализация объявленных тетрафункций BМIN(Х, Y) и 
BMAX(Х, Y) приведена в табл. 2.2–2.5. 

Таким образом, следует различать операцию конъ-
юнкции тетритов как операцию, определенную тождества-
ми  Х  Y = BMIN_A(X, Y);   Х  Y = BMIN_М(X, Y).  

В первом случае для символа конъюнкции «» приня-
ты обозначения «<A>» или «», во втором — «<М>» или 
« ». Реализация операции конъюнкции для тетритов-
операндов тетрафункции полностью соответствует приве-
денной в табл. 2.2–2.3 тетрафункции BМIN, причем  

<A>  BMIN_A,  <М>  BMIN_М. 

                                                
1 Буква «В» в названии функции MIN (а далее и в названии функции MAX) 
указывает на то, что она бинарная (от англ. binary), во избежание путаницы с 
определенной ранее унарной функцией минимума (максимума). 
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Таблица 2.2 —        Таблица 2.3 — 
        Функция BМIN_А         Функция BМIN_М 

BМIN_A 0 1 A М  BМIN_М 0 1 A М 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 A М 1 0 1 А M 

A 0 A A А A 0 А А М 

M 0 M A М M 0 М М М 

Таблица 2.4 —            Таблица 2.5 — 
        Функция BМАХ_А         Функция BМАХ_М 

BМАХ_A 0 1 A М     BМАХ_М 0 1 A М 

0 0 1 А М 0 0 1 A М 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

A А 1 A М A A 1 А А 

M М 1 М М M M 1 А M 

Логическое сложение (дизъюнкция) — логическая 
операция, по своему применению максимально прибли-
женная к союзу «или» в смысле «или то, или это, или оба 
сразу». Словосочетание «логическое сложение» может 
быть равнозначно заменено выражениями «ИЛИ», «логи-
ческое ИЛИ», «включающее ИЛИ». Для обозначения опе-
рации логического сложения в данной работе используется 
знак «», т. е.   «ИЛИ». 

В традиционной логике высказывание Х  Y истинно 
тогда и только тогда, когда хотя бы одно из высказываний 
Х, Y истинно. В тетралогике в качестве одного из способов 
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определения операции дизъюнкции может использоваться 
схемa Х  Y = max(X, Y) где Х, Y  {0, 1, A, M}, при кото-
рой также сохранена совместимость с булевой алгеброй 
для значений высказываний «0» и «1».  

Таким образом, следует различать операцию дизъюнк-
ции тетритов как операцию, определенную тождествами  

Х  Y = BMAX_A(X, Y);  Х  Y = BMAX_М(X, Y).  
В первом случае для символа дизъюнкции «» приня-

ты обозначения «<A>» или « », во втором — «<М>» или 
« ». Реализация операции дизъюнкции для тетритов-
операндов тетрафункции полностью соответствует приве-
денной в табл. 2.4–2.5 тетрафункции BМAX, причем  

<A>  BMAX_A,  <М>  BMAX_М. 
Следует отметить, что полученные логические опера-

ции конъюнкции и дизъюнкции тетралогики не нарушают 
ни один из основных законов, присущих аналогичным 
операциям традиционной логики. Поскольку выполнение 
законов логики позволяет проверять правильность рассуж-
дений и доказательств, а нарушения этих законов приводят 
к логическим ошибкам и вытекающим из них противоре-
чиям, то можно утверждать о корректности сформулиро-
ванных логических операций тетралогики.  

Рассмотрим выполнение законов коммутативности, ас-
социативности и дистрибутивности для логических опера-
ций конъюнкции и дизъюнкции тетралогики: 

1) Законы коммутативности (переместительности):  
  X Y Y X, X Y Y X.       
Например,  
A M M A A A;      A M M A M M;      
A M M A M M;      A M M A A A.      
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2) Законы ассоциативности (сочетательности):  
  (X Y) Z X (Y Z),       (X Y) Z X (Y Z).      
Например,  (A M) M A (M M) M M;         
    (M A) A M (A A) A A.        
3) Законы дистрибутивности (распределительности): 

X (Y Z) (X Y) (X Z),         
X (Y Z) (X Y) (X Z).       

Например,  
  A (M A) (A M) (A A) A A;         
  A (M A) (A M) (A A) A A.         

2.4.  Представление элементов тетралогики  
с помощью аксиоматического аппарата  
теории множеств1 
Современная теория множеств строится на системе  

аксиом Цермело-Френкеля (ZF — Zermelo-Fraenkel), из 
которых выводятся все теоремы и утверждения теории 
множеств. К системе аксиом ZF часто добавляют аксиому 
выбора и называют системой Цермело-Френкеля с аксио-
мой выбора (ZFC — Zermelo-Fraenkel set theory with the 
axiom of Choice) [15, с. 157–166]. 

В контексте тетралогики система ZFC также представ-
ляет интерес, поскольку всякое логическое пространство 
может быть «переведено» на язык теории множеств таким 
образом, что полученные теоремы станут теоремами о 
множествах, доказуемыми из аксиом ZFС. Иными слова-
ми, поскольку любой объект можно считать множеством, 
то, соответственно, появляется возможность переформу-
                                                
1 Разделы 2.4, 2.5 подготовлены по материалам публикации [14]. 
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лировать какое-либо утверждение, не нарушив его перво-
начальную истинность. 

Таким образом, пространство тетралогики (тетралоги-
ческое пространство) можно представить совокупностью 
четырех непустых множеств: Q, J — содержащих по одно-
му фиксированному логическому элементу («истина», 
«ложь»); А, М — содержащих, в конечном представлении, 
по два элемента, представляющих собой результат логиче-
ской операции над элементами множеств Q, J («истина» 
или «ложь», «истина» и «ложь»). Математическая запись 
определения множеств Q, J, А и М: 

   0 qQqQq ;               (2.2) 

   1 jJjJj ;               (2.3) 

  JaQaAaAa  ;              (2.4) 

   JmQmMmMm  .              (2.5) 
Из записей (2.2) и (2.3) очевидно, что множества Q и J 

представляют собой множества фиксированных значений 
{0} и {1} соответственно (qQ  q — const 0; jJ  j — 
const 1). Запись (2.4) показывает, что множество А опреде-
лимо как сумма (объединение) множеств Q и J (a(QJ)) 
и словесно может быть описано как «или 0 или 1». Запись 
(2.5) показывает, что множество М определимо как произ-
ведение (пересечение) множеств Q и J (m(QJ)) и сло-
весно может быть описано как «и 0 и 1».  

Однако для полного представления гиперлогического 
пространства необходимо ввести еще одно множество-
универсум U, представляющее собой пространство, содер-
жащее все четыре ранее объявленных множества. Таким 
образом,  

 :q j a m U u u q u j u a u m             .   (2.6) 
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Из записи (2.6) следует, что множество U представляет 
собой один из элементов тетракода, имеющего возмож-
ность каждый элемент множества {Q, J, А, М} при опреде-
ленных обстоятельствах представлять в виде логического 
«0» или «1».  

На основании принятых утверждений (2.2–2.5) можно 
определить понятия каждого элемента тетралогики: 

Q = {0} — множество «ложь», представляющее значе-
ние «ложь» (логический 0) классической логики; 

J = {1} — множество «истина», представляющее зна-
чение «истина» (логическая 1) классической логики;  

А — множество абсолютной неопределенности, «не-
проявленности» (на данный момент, т. е. на момент фикса-
ции логического состояния (высказывания), неизвестно, 
или «истина» или «ложь»), которая может быть выражена 
объединением множеств «истина» и «ложь»;  

 М — множественность, многозначность (и «истина» и 
«ложь» одновременно, т. е. невозможна однозначная фик-
сация высказывания), которая может быть выражена пере-
сечением множеств «истина» и «ложь». 

В графическом пред-
ставлении тетралогического 
пространства (рис. 2.4) 
можно выделить следую-
щее: если U — прямо-
угольник PKLN и Q — пря-
моугольник PKCE, то J — 
прямоугольник ECLN, A — 
прямоугольник BKLD и M 
— прямоугольник PBDN.  

Иногда удобно опус-
кать буквенное обозначение 

 
Рисунок 2.4 —  Графическое 
представление пространства 

тетралогики  
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множеств Q и J, заменяя их, в силу определений (2.2) и 
(2.3), числовыми эквивалентами 0 и 1 соответственно. В 
этом случае множество U можно представить в виде мно-
жества элементов {0, 1, А, М}. 

На заключительном этапе представления элементов 
тетралогики с учетом их определений (2.2–2.6) и графиче-
ского представления (рис. 2.4) можно ввести следующие 
закономерности:  

 0 = Q (в частности, q{0});  
 1 = J (в частности, j{1}); 
 UMAMA  )()(  — для множеств А и М 

на универсуме U определены операции объеди-
нения и пересечения; 

 )( JQa  , Aq  , Aj  ,  )( JQ   
}1,0{ aa  — формирование множества 

неоднозначности А;  
 )( JQm  , Mq  , Mj  ,  )( JQ   

}1{}0{  mmm  — выделение противо-
речия при формировании множественности М: 
множество М не может быть пустым, однако 
для множеств Q и J не определена операция 
пересечения.  

Возникшее противоречие в данном представлении яв-
ляется достаточно актуальным, так как позволяет объяс-
нить ряд существующих спорных моментов: во-первых, 
данное противоречие проявляется и в определении самой 
«множественности», поскольку при одновременном по-
ступлении противоречивых высказываний попытка зафик-
сировать сразу два значения «истина» и «ложь» приведет к 
логическому парадоксу, при котором компьютер (являю-
щийся по своей сути классическим двузначным логиче-
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ским устройством) должен полностью отказаться от при-
нятия и дальнейшей обработки противоречивой информа-
ции; во-вторых, из двух значений (множеств) тетралогики 
А и М данное противоречие позволяет в ряде случаев 
выделить множественность М как доминирующее над 
неопределенностью А состояние и в качестве альтерна-
тивного выхода предложить поочередную подстановку 
значений «1» и «0» (в контексте традиционного бинарного 
компьютинга) в содержащее эту множественность тетра-
кодовое представление числа.  

Такая поочередная подстановка фиксированных «0» 
(элемент множества Q) и «1» (элемент множества J) делает 
возможным приведение множества М к виду «плавающе-
го» (неопределенного) подмножества множества U, попе-
ременно принимая значения подмножеств М1 и М2. Гра-
фическое представление подмножеств М1 и М2 на множе-
стве U (причем UJUQ  , ) приведено на рис. 2.5.  

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.5 — Аналогия представления под-
множеств М1 и М2 (слева) с изображением Велико-

го предела китайской модели мира (справа)  

Нетрудно заметить что данное графическое представ-
ление М1 и М2 по своей структуре напоминает изображе-
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ние так называемого «Великого предела», ставшего эм-
блемой китайской классической философии, в которой 
отображено предельное состояние бытия со сложным вза-
имодействием сил инь (представленной, например, логиче-
ским «0») и ян (представленной, например, логической 
«1») [16]. 

Подобное «родство» элементов гиперлогики с фило-
софской сущностью бытия существенно расширяет приме-
нение как соответствующей логики, так и расширенного 
кодо-логического базиса в целом. Наряду с важностью его 
применения с целью обеспечения более реалистичного  
высокопроизводительного компьютерного моделирования 
сложных систем становится возможным также создание 
вычислительных моделей, способных представить в вы-
числяемом виде большинство противоречий окружающего 
мира.  

2.5. Реализация базовых логических операций 
над элементами тетралогики, представленными 
с помощью аксиоматического аппарата 
теории множеств 
Реализация базовых логических операций отрицания 

«НЕ» («NOT»), логического сложения «ИЛИ» («OR»), ло-
гического умножения «И» («AND») на тетралогическом 
множестве-универсуме U производится также с помощью 
аксиоматики теории множеств.  

Отрицание в логике — унарная (одноместная) опера-
ция над высказываниями, результатом которой является 
высказывание (в известном смысле), «противоположное» 
исходному. Для обозначения отрицания множества при-
мем следующие обозначения: если  — элемент множе-
ства Ф, являющегося подмножеством универсума U, то  
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отрицание  — элемент   множества  , при этом спра-
ведлива следующая запись: 

, , , , .U U U              
Однозначно представимые «ложь» и «истина» по сво-

ему определению являются элементами классической дво-
ичной логики, т. е. для множеств Q = {0} и J = {1} спра-
ведливы следующие равенства: 

  , 0 1, 1 0.Q J J Q      
Действительно, для множеств , ,Q U J U   для кото-

рых ,Q J U   возможны следующие соотношения: 

    , : ;q Q U Q Q q q Q q U q J          

    , : .j J U J J j j J j U j Q          

При этом Q J J Q Q J U       в силу коммута-
тивности операции объединения множеств. 

Для множества А, каждый элемент которого 
  ,a Q J a U     операция отрицания может быть 

определена следующим высказыванием: 

     
,

: .

a A U

A A a a A a U a Q J a Q J a A

 

            
  

Это означает, что если   ,a Q J   то   ,a Q J   

откуда в силу равенства Q J Q J    получаем, что а и 
a  принадлежат одному множеству, т. е. A A  — верное 
равенство. 

Для определения операции отрицания множества М 
необходимо наличие условия J Q   (в обход противо-
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речию, возникшему при определении множественности 
М). С учетом наличия условия J Q   справедливо ра-
венство   .J Q Q J U     Тогда каждый элемент мно-

жества М такой, что   ,m Q J m U     и операция от-
рицания для М может быть определена следующим выска-
зыванием: 

     
,

: .

m M U

M M m m M m U m Q J m Q J m M

 

            
 

Это означает, что если   ,m Q J   то   ,m Q J   

откуда в силу равенства Q J Q J    получаем, что m и 
m  принадлежат одному множеству. Тогда M M  — вер-
ное равенство.  

При наличии дополнительных условий, подтвержда-
ющих доминирование множественности над неопределен-
ностью (в этом случае множественность обозначается с 
индексом «d» — Md), в результате операции отрицания Md 
происходит также отрицание доминирования, т. е. dM M  
и, следовательно, d .M M  

Полученные отрицания значений множества uU 
представлены в таблице 2.6. В таблице 2.6 и далее (табли-
цы 2.7 и 2.8) индекс «tt» означает, что значение может 
быть получено в соответствии с обычной таблицей истин-
ности (truth table) двоичной логики, в то время как  
индекс «st» указывает на то, что для получения данного  
значения пришлось применять аксиомы теории множеств 
(set theory).  
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Для любого элемента гиперкодового множества воз-
можна операция двойного отрицания, приводящая к ис-
ходному значению элемента:  

  0 0, 1 1, , .A A M M     

Таблица 2.6 — Операция отрицания значений множества uU 

u  0 1 A M Md 

u  1tt 0tt Ast st
dM  Mst 

Для обозначения логического сложения (дизъюнк-
ции) элементов тетралогики (см. раздел 2.3) примем сле-
дующие обозначения: если 1 — элемент множества Ф1, а 
2 — элемент множества Ф2, причем каждое из множеств 
Ф1 и Ф2 является подмножеством универсума U, то спра-
ведлива следующая запись: 

   1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, , , .U U               

При этом для множеств Q = {0} и J = {1} справедливы 
следующие равенства:  

 {0}Q Q Q    и {1},J J J    

с учетом того, что операция объединения 1 2   опреде-
лена как множество  1 2: .      

В двоичной логике высказывание 1 2   истинно то-
гда и только тогда, когда хотя бы одно высказывание 1 
или 2 истинно. Так, для множеств Q и J  операция дизъ-
юнкции определена следующим образом:  

  {0},Q Q Q     {1},Q J J     {1}.J J J    
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В записи (2.4) множество А определено как множество, 
состоящее из элементов множеств Q или J, т.е. {0;1}.A   
Поэтому для множеств Q, J и А операция дизъюнкции мо-
жет быть определена следующим образом:  

{0,1},A Q A     {1},A J J     {0,1}.A A A    
Последнее равенство — операция дизъюнкции двух 

множеств А — в силу их представления как неопределен-
ности истины или лжи отображена в самом множестве А 
(эквивалентно высказыванию «неопределенность или не-
определенность есть неопределенность»). 

В записи (2.5) множество M определено как множе-
ство, состоящее из элементов множеств Q и J. Поэтому для 
Q, J и M операция дизъюнкции может быть определена 
следующим образом:  

,M Q M    {1},M J J     .M M M    
Последнее равенство — операция дизъюнкции двух 

множеств М, в силу их представления как многозначности, 
т. е. одновременности появления истины и лжи, также 
отображена в самом множестве М (эквивалентно высказы-
ванию «многозначность или многозначность есть много-
значность»).  

Операция дизъюнкции двух множеств А и М представ-
ляет собой нестандартный случай, решение которого осно-
вано на противоречии представления множественности. 
При наличии дополнительных условий, подтверждающих 
доминирование множественности над неопределенностью 
(в этом случае множественность обозначается с индексом 
«d»), возможно отображение результата операции dA M  
на множестве М, т. е. d .A M M   В противном случае ре-
зультатом операции A M  являются значения множества 
А, т. е. .A M A    



  87 Глава 2 

В тетралогике, как в частном случае многозначной ло-
гики, операция дизъюнкции может определяться различ-
ными способами. Вполне применима схемa 

 1 2 1 2max , ,      где  1 2, 0,1, , .A M    В иных спо-
собах, как правило, стараются сохранить совместимость с 
булевой алгеброй для значений операндов 0 и 1 [17, с. 19–
24]. Однако остается открытым вопрос о распределении 
значимости (доминирования) между состояниями А и М.  

Полученные значения операции дизъюнкции элемен-
тов множества uU представлены в таблице 2.7.  

Таблица 2.7 — Операции дизъюнкции значений множества uU 

 0 1 A M Md 

0 0tt 1tt Ast Mst st
dM  

1 1tt 1tt 1st 1st 1st 

А Ast 1st Ast Ast st
dM  

М Mst 1st Ast Mst st
dM  

Md st
dM  1st st

dM  st
dM  st

dM  

В таблице 2.7 индекс «d» означает, что такое значение 
может быть получено в случае установленного доминиро-
вания множественности над неопределенностью, т. е. как 
результат операции dA M  при max(A, M) = M. В этом 
случае справедливы следующие равенства: d d ,A M M   

,A M A   а также d d ,M M M   (но M M M   и 

d d dM M M  ). 

Дизъюнкция в тетралогике может быть бинарной (два 
операнда), тернарной (три операнда) или n-арной (n опе-
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рандов). Операция дизъюнкции тетралогики сохранила 
правила дизъюнкции классической алгебры логики: ре-
зультат равен 0, если все операнды равны 0; результат ра-
вен 1, если хотя бы один из операндов равен 1.  

Для обозначения логического умножения (конъ-
юнкции) элементов тетралогики (см. раздел 2.3) примем 
следующие обозначения: если 1 — элемент множества 
Ф1, а 2 — элемент множества Ф2, причем каждое из мно-
жеств Ф1 и Ф2 является подмножеством универсума U, то 
справедлива следующая запись: 

   1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, , , .U U               

При этом если для множеств Q = {0} и J = {1} опреде-
лена операция пересечения, то справедливы следующие 
равенства: {0}Q Q Q    и {1},J J J    с учетом того, 
что операция объединения 1 2   определена как множе-
ство  1 2: .      

В двоичной логике высказывание 1 2   истинно то-
гда и только тогда, когда оба высказывания 1 или 2 ис-
тинны. Так, для множеств Q и J операция дизъюнкции 
определена следующим образом:  

{0},Q Q Q     {0},Q J Q     {1}.J J J    
Согласно записи (2.4) множество А определено как 

множество, состоящее из элементов множеств Q или J, 
объединенных операцией дизъюнкции. Поэтому для мно-
жеств Q, J и А операция конъюнкции может быть опреде-
лена следующим образом:  

{0},A Q Q     {0,1},A J A     {0,1}.A A A    
Последнее равенство — операция конъюнкции двух 

множеств А отображена в самом множестве А (эквивалент-
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но высказыванию «неопределенность и неопределенность 
есть неопределенность»). 

В записи (2.5) множество M определено как множе-
ство, состоящее из элементов множеств Q и J, связанных 
между собой операцией конъюнкции. Поэтому для мно-
жеств Q, J и M операция конъюнкции может быть опреде-
лена следующим образом:  

 {0},M Q Q     ,M J M    .M M M    
Последнее равенство — операция конъюнкции двух 

множеств М также отображена в самом множестве М (эк-
вивалентно высказыванию «многозначность и многознач-
ность есть многозначность»).  

В тетралогике, в качестве одного из способов опреде-
ления операции конъюнкции, может использоваться схемa 

 1 2 1 2min , ,      где  1 2, 0, 1, , ,A M    при которой 
сохраняется совместимость с булевой алгеброй для значе-
ний операндов 0 и 1. Поэтому операция конъюнкции двух 
множеств А и М рассматривается следующим образом: 

dA M A   или .A M M   Полученные значения опе-
рации конъюнкции элементов множества uU представле-
ны в таблице 2.8.  

В таблице 2.8 индекс «d» показывает, что такое значе-
ние может быть получено в случае установленного доми-
нирования множественности над неопределенностью, т. е. 
как результат операции dA M  при min(A, M) = A. В этом 
случае справедливы следующие равенства: d ,A M A   

,A M M   а также dM M M   (но M M M   и 

d d dM M M  ). 

Конъюнкция в тетралогике также может быть бинар-
ной, тернарной или n-арной. Операция конъюнкции тетра-
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логики также сохранила правила конъюнкции классиче-
ской алгебры логики: результат равен 1, если все операнды 
равны 1; результат равен 0, если хотя бы один из операн-
дов равен 0.  

Таблица 2.8 — Операции конъюнкции значений множества uU 

 0 1 A M Md 

0 0tt 0tt 0st 0st 0st 
1 0tt 1tt Аst Мst st

dM  
А 0st Аst Ast Mst Аst 
М 0st Мst Мst Mst Mst 
Мd 0st st

dM  Ast Mst st
dM  

Полученные операции отрицания, дизъюнкции и 
конъюнкции тетралогики сохранили в себе все важнейшие 
равносильности алгебры классической логики.  

Таким образом, для значений  , , 0,1, ,x y z A M  вер-
ны следующие равенства:  

 ;x x                   (2.7) 
 ;x y y x                   (2.8) 
 ;x y y x                   (2.9) 

    ;x y z x y z                 (2.10) 

    ;x y z x y z                 (2.11) 

       ;x y z x y x z                 (2.12) 

       ;x y z x y x z                 (2.13) 

 ;x y x y                 (2.14) 
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 ;x y x y                 (2.15) 
 ;x x x                (2.16) 
 ;x x x                (2.17) 
 1 (1 1);x x x                 (2.18) 

  0 0 0 .x x x                 (2.19) 

Равенства (2.9) и (2.11), (2.8) и (2.10) означают комму-
тативность и ассоциативность дизъюнкции и конъюнкции 
соответственно. Ассоциативность дизъюнкции и конъюнк-
ции позволяет опускать скобки в дизъюнкциях и конъюнк-
циях нескольких переменных, коммутативность — рас-
ставлять члены таких дизъюнкций и конъюнкций в любом 
порядке. Равенства (2.12) и (2.13) — это дистрибутивные 
(распределительные) законы дизъюнкции и конъюнкции, 
которые позволяют преобразовывать выражения так, что-
бы операции в них выполнялись в обратном порядке 
(например, если в исходном выражении вначале выполня-
лась дизъюнкция, а потом конъюнкция, то можно получить 
равносильную формулу, в которой вначале выполняется 
конъюнкция, а потом дизъюнкция). Равенства (2.14) и 
(2.15) (так называемые законы де Моргана) позволяют вы-
разить конъюнкцию через дизъюнкцию и отрицание, а 
дизъюнкцию — через конъюнкцию и отрицание. Эти же 
соотношения используются для перенесения отрицаний, 
применяемых к сложным высказываниям, на составляю-
щие их простые [18, с. 35–36]. 

В качестве обобщения вышеизложенного «поведения» 
базовых логических операций тетралогики можно также 
предложить ряд операций, которые сведены в таблице 2.9.  
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В таблице 2.9 обозначены следующие функции: х  у 
— сумма по модулю 2 (исключающее «ИЛИ», «XOR»); 
х  у — отрицание дизъюнкции (стрелка Пирса — функ-
ция «ИЛИ-НЕ»);  х  у — эквиваленция; х  у, х  у — 
импликация (следование); х | у — отрицание конъюнкции 
(штрих Шеффера — функция «И-НЕ»). 

Наличие данных логических операций позволяет по-
лучить достаточно полное представление о тетралогиче-
ском пространстве и обеспечить практическую реализацию 
тетралогики в компьютерных системах. 

2.6. Выводы 
Тетралогика представляет собой существенно расши-

ренную по сравнению  с традиционной бинарной логикой 
логическую систему. Это связано прежде всего с тем, что в 
тетралогике имеются функции, не выразимые в двузначной 
логике.  

В данной главе рассмотрены основные операции  
тетралогики как одного из важнейших вариантов постби-
нарной логики. Показано одно из направлений в формиро-
вании математического аппарата постбинарной логики. 
Выявлено противоречие неявных состояний неопределен-
ности и множественности. Предложен подход, в котором 
данное противоречие преодолевается путем приведения 
множественности к доминирующему над неопределенно-
стью состоянию. 

В данной главе проанализирована реализация 16-ти 
базовых унарных поразрядных операций тетралогики, объ-
единенных в две группы — инверсную и сдвиговую, и 4 
двуместные поразрядные операции тетралогики. Показано, 
что при этом соблюдаются следующие законы:  
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– двойного отрицания для реализованных логических 
унарных операций инверсной группы;  

– n-го сдвига в n-значных логических системах для ре-
ализованных унарных операций сдвиговой группы;  

– коммутативности, ассоциативности и дистрибутив-
ности для реализованных логических бинарных операций. 

В дальнейшем на базе проведенного анализа планиру-
ется развитие исследований в следующих направлени-
ях [5]: 

1. Дальнейшая разработка логических основ тетрало-
гики и других логических систем, реализуемых на базе 
двумерного (раздел 1.2) и трехмерного (раздел 1.3) логиче-
ских пространств. 

2. Разработка теоретических основ и практическая ре-
ализация вычислений на базе тетракодов. В первую оче-
редь это необходимо реализовать в контексте так называе-
мых «нормированных интервальных вычислений» 
(см. главу 3), ориентированных на специальную форму 
представления тетракодов, предполагающих использова-
ние значений множественности и/или неопределенности в 
младших разрядах численного представления значений с 
ограниченной точностью [19, 20]. 

 



Глава 3 
КОДО-ЛОГИЧЕСКАЯ ЭВОЛЮЦИЯ  

И ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ  

3.1. Развитие понятия числа1 
Аналогично тому, как бинарная логика является осно-

вой двоичной системы счисления, на базе рассмотренных 
логических систем (см. главу 1) могут быть построены со-
ответствующие системы кодирования количественной ин-
формации. При этом в рассмотрение могут быть введены 
вариабельные (модифицируемые) тетракоды (CV

4= {1, 0, 
1, 0}) и октокоды: CV

8= {0, 1, М, М, 0, 1, М, М}, функцио-
нальные возможности которых по отражению количе-
ственных соотношений и закономерностей реального мира 
существенно превышают возможности классической дво-
ичной (бинарной) системы. 

Двоичная логика и фиксированные системы счисле-
ния, сводимые к двоичной, — это характерные черты так 
называемой Неймановской архитектуры, получившей все-
общее распространение после опубликования в 1946 году 
отчета с участием Дж. Фон Неймана о проекте первой вы-
числительной машины с хранимой в памяти програм-
мой [2, c. 234]. Однако в условиях сетевой параллельной и 
распределенной инфраструктуры стали очевидны недо-
статки и ограничения классического кодо-логического ба-
зиса, частично компенсируемые алгоритмически-
программным способом. Но, как известно, программная 
реализация функциональных возможностей хотя и обеспе-

                                                
1 Разделы 3.1 и 3.2 подготовлены по материалам публикации [1]. 
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чивает беспрецедентную универсальность современной 
компьютерной техники, тем не менее ведет к почти неиз-
бежному снижению производительности на 1–2 порядка по 
сравнению с аппаратной поддержкой соответствующих 
функций. А последнее может быть оправдано и целесооб-
разно лишь при переходе к качественно новому кодо-
логическому базису.  

При этом неизбежным является развитие и самого по-
нятия числа. Несколько упрощая общую схему развития в 
контексте обобщенного кодо-логического базиса, можно 
утверждать следующее: 
 Монокодам соответствуют различные модификации 

непозиционных систем счисления, в которых различ-
ное расположение счетных знаков могло нести не ве-
совую нагрузку, а разного рода семантическую и ин-
терфейсную, что детально рассмотрено в работе [3]. 

 Дикодам, т. е. современному этапу развития, соответ-
ствуют преимущественно позиционные системы 
счисления, позволяющие достаточно компактно пред-
ставлять практически любые «точечные» количествен-
ные значения и осуществлять алгоритмические мани-
пуляции с ними. 

 Гиперкодам, в т. ч. тетракодам, соответствуют сверх-
позиционные или гиперпозиционные системы счис-
ления, в которых «точечное» представление количе-
ственных значений может рассматриваться лишь как 
частный случай. В общем случае в гиперпозиционной 
системе число представляет собой некоторое множе-
ство количественных значений, мощность которого и 
структура определяются конкретными значениями в 
соответствующих разрядах, т. е. на соответствующих 
позициях тетракодового представления числа. 
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В традиционной математике эволюция понятия числа 
также может быть привязана к различным этапам разви-
тия обобщенного кодо-логического базиса: 

Натуральные числа явились прямым следствием пе-
рехода от непозиционных монокодов вначале к частично 
позиционным системам (например, римская нумерация), а 
затем и к полностью позиционным системам счисления. 
Характерной переходной формой от монокодов к дикодам 
в виде натуральных чисел являются так называемые фи-
гурные числа Пифагора [4, с. 63–64]. Уходящие в седую 
древность истоки такой формы представления чисел хо-
рошо характеризует высказывание известного математика 
XIX века Леопольда Кронекера: «Бог создал натуральные 
числа, все прочее — творение человека» [5, с. 24]. 

Рациональные числа явились одним из наиболее су-
щественных шагов на пути «характерного  для математики 
принципа обобщения. Переход путем обобщения от нату-
ральных чисел к рациональным удовлетворяет одновре-
менно и теоретические потребности в снятии ограничений, 
которые наложены на вычитание и деление, и вместе с тем 
— практические потребности в числах, пригодных для 
фиксации результатов измерений» [6, с. 81]. Другими сло-
вами, естественный переход к наглядному представлению 
натуральных чисел, выраженных в виде позиционных ко-
дов, на числовой оси, которую в ее положительной части 
можно считать специфической переходной формой моно-
кодового представления, неизбежно привел к экстраполя-
ции оси в отрицательную область и фиксации в качестве 
одного из равноправных чисел нулевого значения. 

Действительные числа явились прямым и естествен-
ным следствием перехода от дискретного представления 
числовой оси, что можно считать рудиментом монокода, к 
непрерывной оси, что позволило решить проблему ирра-
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циональных чисел и означало окончательный переход к 
дикодам, позволяющий максимально использовать все 
преимущества новой формы представления чисел. 

Комплексные числа явились, по сути, первым след-
ствием необходимости расширения понятия числа за пре-
делы точечного представления на континууме действи-
тельных чисел, вызванным, однако, исключительно внут-
ренними потребностями алгебры дикодов. В 1843 году 
У.Р. Гамильтоном вводятся кватернио́ ны как частный слу-
чай гиперкомплексных чисел. Кватернионы как составные 
числа оказались достаточно удобными для описания изо-
метрий трёхмерного и четырёхмерного Евклидовых про-
странств и поэтому получили широкое распространение в 
механике.   

Алгебраические и трансцендентные числа явились 
наиболее значимым в XIX веке обобщением понятий соот-
ветственно рациональных и действительных чисел [4, 
c. 131], впервые позволившим выйти за пределы точечного 
представления и ввести элементы множественности число-
вого представления, характерные для гиперкодов. Правда, 
это нововведение реализовывалось лишь алгебраическим 
путем, не затрагивающим, фактически, кодо-логический 
базис. Дальнейшим развитием идей данного направления 
явилось формирование теории числовых полей [4, c. 145–
163], которую в совокупности с интенсивно развивавшейся 
на протяжении всего XX века теорией множеств можно 
считать основой перехода к  гиперкодам в XXI веке. 

Гиперкоды, включая такие частные случаи как тетра-
коды, обеспечивающие множественность и вероятност-
ность числовых значений, а также октокоды, позволяющие 
дополнительно ввести свойство случайной или контекст-
но-зависимой модифицируемости тетракодовых значений, 
можно считать новым этапом в развитии понятия числа. 
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Однако в данном случае переход к новому этапу обуслов-
лен не алгебраическими потребностями, а сугубо компью-
терными, в том числе связанными с потребностями ком-
пьютерного представления параметров разного рода слож-
ных систем и процессов.  

В этой связи следует отметить, что для теоретического 
анализа обобщенного кодо-логического базиса в целом 
наиболее продуктивным представляется именно теорети-
ко-множественный подход. При этом монокоды могут 
рассматриваться в качестве простейшей алгебраической 
системы (модели), представленной полугруппой, облада-
ющей только свойством ассоциативности. Такая полугруп-
па традиционно представляется моноидом [6, c. 142], т. е. 
полугруппой с единицей [7, c. 58]. Все более сложные ва-
рианты бинарных кодов (дикодов) и гиперкодов могут рас-
сматриваться как различные варианты полугрупп, групп, 
колец и полей.  

Усложнение структуры числа происходило параллель-
но по двум направлениям: кроме уже рассмотренного «ал-
гебраического» усложнения, итог которого комплексные и 
гиперкомплексные числа, важным фактором стало «вы-
числительное» усложнение, предполагавшее масштабиро-
вание значений с целью обеспечения максимальной ком-
пактности для представления максимально широкого диа-
пазона значений. Истоком такого усложнения можно счи-
тать взвешенные монокоды, примером чего является, в 
частности, древнеегипетская система счисления [3]. Но 
наиболее эффективно масштабирование реализовывалось 
на базе дикодов путем представления значений в виде ман-
тиссы и порядка, что в вычислительной технике нашло 
свое выражение в специальном формате с т. н. плавающей 
запятой.  
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Неявное использование плавающей запятой появилось 
практически одновременно с использованием самых ран-
них прототипов позиционных систем счисления. Началом 
систематического использования плавающей запятой при 
вычислениях принято считать изобретение логарифмов в 
1600 году и логарифмической линейки в 1630 году [2, 
c. 260]. Конрад Цузе уже в 1936 году в своем первом вари-
анте вычислительной машины использовал двоичное пред-
ставление с плавающей точкой, которое он назвал полуло-
гарифмической нотацией [2, c. 260]. Наиболее революци-
онным изменением в аппаратной реализации арифметики с 
плавающей запятой считается принятие в конце 80-х годов 
соответствующего стандарта ANSI/IEEE [2, c. 262], что 
стимулировало практически повсеместный переход на ап-
паратную реализацию вычислений с плавающей запятой в 
современных процессорах. 

Однако проблемы точности представления чисел в 
форматах с плавающей запятой породили еще в 60-е годы 
многочисленные исследования в области интервальной 
арифметики [2, c. 279], актуальность которой во многих 
приложенях, например, в моделировании сложных дина-
мических систем,  только повысилась за последние годы 
(см., например, [8]).  

Но на базе традиционной двоичной вычислительной 
техники возможна лишь алгоритмическая реализация та-
ких подходов, что резко снижает производительность со-
ответствующих вычислений и, следовательно, ограничива-
ет их применение. Гиперкоды позволяют перенести интер-
вальные вычисления на уровень реализации элементарных 
операций и в связи с этим  представляются наиболее пер-
спективным направлением развития интервальных под-
ходов в современных компьютерных вычислениях, позво-
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ляющим на определенном этапе перейти на аппаратную 
реализацию соответствующих процессоров. 

3.2. Эволюция алгоритмического базиса 
Важно также отметить, что развитие кодо-логического 

базиса непосредственно влияет и на эволюцию интер-
фейсных средств, что в первую очередь наиболее наглядно 
проявляется в системах вычислительного моделирования. 
На рис. 3.1 схематически представлено развитие интер-
фейсной компоненты в системах вычислительного моде-
лирования в процессе эволюции кодо-логического базиса. 

 
Рисунок 3.1 — Схема развития интегрированных 

моделирующих сред: 1 – монокодовый этап, в кото-
ром монокодовая модель (ММ) представляется как 
неразрывное единство процессорной части (Р) и ин-
терфейсной (I); 2 – дикодовый этап, наиболее харак-
терный для современной вычислительной техники, 
привел к существенному разделению собственно 

вычислений (Р) и интерфейса (I); 3 – гиперкодовый 
этап характерен для формирующейся в настоящее 

время сетевой среды, в которой не просто разделен-
ными, а распределенными структурно и простран-
ственно оказываются вычислительные серверные 
компоненты (S) и интерфейсные клиентские (C) 
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При этом следует отметить, что в монокодовых моде-
лях интерфейсные функции выполняют непосредственно 
размещение, форма и варианты группировки монокодо-
вых счетных элементов. Одним из наиболее наглядных 
примеров этого являются Мальтинская пластина [3] и 
Фестский диск [9]. Именно  наглядность ранних моноко-
довых моделей и интегрированность в них вычислитель-
ных (в виде некоторых конечных счетных множеств эле-
ментов) и интерфейсных компонент можно считать 
наиболее ранними и естественными проявлениями того, 
что впоследствии было обозначено как интегрированные 
моделирующие среды [10, 11], обеспечивающие в числе 
прочего базовые функции когнитивного вычислительного 
моделирования [9].  

Абстрагирование от количественных значений счет-
ных элементов в дикодовом представлении чисел привело 
к существенной утрате наглядности и вообще к вырожде-
нию интерфейсных функций численного представления. В 
связи с этим интерфейсные компоненты стали приобретать 
самостоятельное значение в качестве средств повышения 
наглядности как в случае управления вычислительным 
процессом, так и при визуализации результатов и текущих 
значений. Характерным примером является организация 
современных операционных систем, в большинстве кото-
рых имеет место четкое разделение между основной ча-
стью системы и интерфейсом пользователя, который во 
многих случаях является опциональной частью, как, 
например, это имеет место в операционных системах се-
мейства Линукс. Графическое представление численных 
дикодовых значений, хранимых в базе данных или полу-
ченных в ходе вычислений или моделирования, в боль-
шинстве случаев (например, при использовании столбико-
вых диаграмм) представляет собой по сути перевод пред-
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ставления значений из дикодовой формы в монокодовую 
как наиболее наглядную для человеческого восприятия. 

Переход к сетевой парадигме вычислений еще дальше 
отделяет интерфейсную часть от вычислительной. При 
этом последняя сосредоточивается преимущественно в 
серверах – специальных компьютерах, все чаще  лишен-
ных каких-либо интерфейсных средств кроме сетевого 
подключения. Еще одним характерным моментом сетевой 
парадигмы является переход от взаимно-однозначного со-
ответствия между вычислительной частью и интерфейсной 
к реализации разного рода множественных соотношений, 
когда на базе сетевой среды может устанавливаться взаи-
мосвязь между произвольным числом серверных и клиент-
ских компонент (схема 3 на рис. 3.1). Указанная множе-
ственность в контексте перехода к гиперкодовому базису 
представляется вполне естественной и неизбежной.  

В работе [12] впервые была рассмотрена эволюция ал-
горитмического базиса в контексте развития обобщенного 
кодо-логического базиса. При этом акцент был сделан на 
том, что объективно необходимость такой эволюции обу-
словлена сложностью процессов реального мира. В совре-
менных условиях можно констатировать переход от клас-
сических последовательных алгоритмов, допускающих 
лишь простые формы распараллеливания, к своего рода 
гипералгоритмам, основанным на гиперлогике и гипер-
кодах. Характерными свойствами данной категории алго-
ритмов являются множественная и сложная структура раз-
личных форм распараллеливания процессов, а также мно-
жественная стохастичность структуры и динамики вычис-
лительных процессов. 

Множественность в современной компьютерной 
инфраструктуре реализуется в основном по следующим 
3-м направлениям: 
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1. Распараллеливание с целью повышения произво-
дительности. Отсчет данного направления можно вести с 
конца 60-х или начала  70-х годов прошлого века, а точнее 
с системы Иллиак-4, введенной в действие в 1972 году. В 
настоящее время данный вид относительно простой формы 
множественности процессов представлен на всех уровнях 
организации современной вычислительной техники: от 
фактической многопроцессорности современных микро-
процессоров до сверхпроизводительных систем с массо-
вым параллелизмом. 

2. Распараллеливание с целью расширения диапазо-
на масштабируемости решаемых задач. В качестве при-
мера можно привести сверхбольшие базы данных, наибо-
лее характерным примером которых является поисковая 
система  Google, обеспечивающая на сегодня с помощью 
параллельной работы сотен тысяч компьютеров индекси-
рование и перманентное ранжирование в режиме реально-
го времени порядка 10-ти млрд. гипертекстовых докумен-
тов.  

3. Распараллеливание, связанное с естественной рас-
пределенностью решаемых задач, что характерно для 
большинства клиент-серверных систем. В рамках системы 
Google простейшая форма распределенности такого рода 
обусловлена, в частности, необходимостью поддержки и 
ранжирования в поисковых системах, локализованных по 
языкам и странам. 

При переходе к гипералгоритмам актуальны все три 
перечисленных направления, но возникает необходимость 
в специфическом распараллеливании, обусловленная сле-
дующими 2-мя причинами: 

– логическая множественность, ведущая преимуще-
ственно к MPMD-ветвлению (множество программ и мно-
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жество данных) алгоритмов при проверке логических 
условий; 

– множественность числового представления, кото-
рая ведет в основном к SPMD-распараллеливанию (одна 
программа и множество данных). 

Множественность представления количественных зна-
чений (например, один тетракод может задавать некоторый 
интервал значений) естественным образом реализуется 
многозадачностью и многопроцессностью современного 
программного обеспечения, многопроцессорностью струк-
туры современных вычислительных систем, но самое 
главное — глобальной массовой многопроцессностью и 
многопроцессорностью современной сетевой инфраструк-
туры.  

Переход к гипералгоритмам означает фактически отказ 
от классических форм представления алгоритмов, таких 
как традиционные блок-схемы, и переход к множественно-
сти их  описаний, что наиболее полно и адекватно на сего-
дня представлено в технологии Универсального Языка 
Моделирования (UML) [13]. 

Но в более общем виде переход к гипералгоритмам и 
соответствующей множественности представления может 
интерпретироваться как переход от преимущественно од-
нозначного алгоритмического описания вычислительных  
процессов (а, следовательно, и связанных с ними сложных 
систем и процессов) к преимущественно многозначной 
форме их представления, все более характерной для со-
временных сложных компьютерных моделей реального 
мира. 

В наиболее радикальной постановке данная концепция 
(но без привязки к обобщенному кодо-логическому базису 
и гипералгоритмам) сформулирована А.С. Нариньяни в 
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ряде его работ [14, 15]. При этом он отмечает два важных 
различия в подходах, определяющих преимущества мо-
дельного подхода: 

 Во-первых, традиционный алгоритм и неопреде-
ленность — это практически несовместимые понятия, а 
модель вполне может быть недоопределенной. 

 Во-вторых, традиционный (не интервальный) алго-
ритм позволяет получать только отдельные точечные ре-
шения, а модель в общем случае определяет пространство 
решений. 

Как видим и в этом случае определяющими являются 
те свойства моделей, которые являются специфическими и 
характерными для гиперлогики и гиперкодов. 

Следует отметить, что и в технологиях программиро-
вания наметилась тенденция к созданию приложений  на 
базе разработки их моделей (Model Driven Architecture ар-
хитектура — MDA). Концептуальной основой появления 
MDA стали спецификации объектно-ориентированного 
программирования, типичным примером которых является 
CORBA. А перевести данный круг идей в практическую 
плоскость также предполагается на базе технологий объ-
ектно-ориентированного программирования и UML [16]. В 
целом такого рода процессы вполне могут рассматриваться 
как практическая реализация тех концепций, о которых 
пишет А.С. Нариньяни и которые свидетельствуют о 
назревании своего рода кодо-логической революции в раз-
витии компьютерных технологий, моделирования и пред-
ставления знаний.  
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3.3. Эволюция интервальных вычислений1 
Наряду со многими достижениями в области науки и 

техники в середине XX века началось внедрение более 
широкой парадигмы понимания природы неопределенно-
сти, ранее сформированной в различных областях при-
кладной математики. Она базировалась на трактовке не-
определенности в более широком контексте, расширяю-
щем понятие случайности: неединственность возможных 
исходов, семантическая вариабельность, многокритери-
альность для задач оптимизации. Новые подходы к описа-
нию неопределенности вызвали появление концепций 
многозначных логик и недоопределенных моделей, теорию 
нечетких множеств и чисел [17, 18], а также интерваль-
ный анализ, предметом которого является решение задач 
с интервальными неопределенностями и неоднозначно-
стями в данных, возникающими как при постановке зада-
чи, так и на промежуточных стадиях вычислений [19, 20]. 
В настоящее время к интервальному представлению фак-
торов неопределенности обращено пристальное внимание 
инженеров и конструкторов, как к наименее ограничитель-
ному и наиболее адекватному описанию начальных усло-
вий при практической постановке инженерных задач. Та-
кая неопределенность называется интервальной, поскольку 
указывает только границы возможных значений некоторой 
величины (либо пределы ее изменения), знания о которой 
являются неполными (или частичными). Интервальная не-
определенность величины, выраженная своими крайними 
значениями, может рассматриваться как интервальный па-
раметр, имеющий следующие особенности: 

                                                
1 Раздел 3.3 подготовлен по материалам публикации [20]. 
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1) любая величина, имеющая интервальную неопреде-
ленность, может быть представлена только своими край-
ними значениями — границами возможных значений (ли-
бо пределами изменения) этой величины; 

2) ширина интервала, которым выражена такая вели-
чина, является естественной мерой ее неопределенности 
(неоднозначности). 

3) результатом арифметических операций над величи-
нами, имеющими интервальную неопределенность, также 
является интервальная неопределенность. 

В отличие от интервальной неопределенности некото-
рой величины интервальный параметр (называемый также 
интервалом) представляет числовые промежутки в каче-
стве основного объекта данных и не содержит никакой до-
полнительной информации о самой величине. Иными сло-
вами, в контексте интервального анализа отрезок х тракту-
ется как множество возможных значений неизвестной ис-
тинной величины, т. е. как ограниченный интервал ее не-
определенности: 

  х = 1 2[ | ]x x x x  ,                 (3.1) 

задаваемый нижней (левой) и верхней (правой) границами 
x1 и х2 (х = 1 2[ , ]x x ), причем x1, х2  R. В различных источ-
никах границы интервала могут иметь другие обозначения. 
Например, справедливы тождественности 1x x x   для 
нижней границы, и 2x x x   — для верхней границы  
интервала.  

Предполагается, что точное значение переменной до-
стоверно находится внутри интервала х, который принад-
лежит множеству I(R) всех интервалов действительных 
чисел. При этом для хI(R) все значения xR считаются 
равновозможными, следовательно, интервал х не опреде-
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лен никакой вероятностной мерой. Использование таких 
интервалов в качестве числовых аргументов составляют 
главную идею интервальных вычислений.  

«Интервальная идея» начала интенсивно развиваться в 
конце XX века в тесной связи с развитием и распростране-
нием практических инженерных вычислений. Увеличение 
темпов развития интервальных вычислений прежде всего, 
связано с широким распространением ЭВМ, с чем также 
связано оформление интервального анализа в самостоя-
тельную научную дисциплину [21]. Основы интервального 
анализа как научной дисциплины были изначально зало-
жены теорией измерений в метрологии, где предполагает-
ся, что значение неизвестной величины х характеризуется 
полученной неточным измерительным прибором недосто-
верной величины х0 и известной абсолютной  (или отно-
сительной ) ошибкой измерения. Тогда, аналогично (3.1), 
границы интервала неопределенности х измеряемой вели-
чины х0 выражаются условием  

х = 1 2 0 0 0 0[ , ] [ , ] [ (1 ), (1 )].x x x x x x              (3.2) 

Необходимость решения прикладных задач с интер-
вальными параметрами в других областях науки требовала 
дополнительных подходов и методов. По этой причине в 
70–80-х годах прошлого века наблюдается появление как 
многочисленных работ по интервальным арифметике и 
анализу, так и большого интереса специалистов к интер-
вальному представлению значений величин. Развитие ме-
тодов вычислений с интервальными значениями проходи-
ло по двум направлениям.  

Первое направление — интервальные вычисления 
(англоязычные аналоги этого термина: reliable computing, 
validated computing, interval computing), теоретической ба-
зой которых выступала интервальная арифметика. Ин-
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тервальные вычисления получили развитие на Западе 
(прежде всего в Германии) в качестве средства автомати-
ческого учета ошибок округления при проведении числен-
ного решения задач на ЭВМ. В рамках интервальных вы-
числений решаются задачи, направленные, во-первых, на 
анализ интервальной сходимости, устойчивости и точно-
сти существующих алгоритмов и, во-вторых, на разработ-
ку новых алгоритмов решения задач, обеспечивающих ми-
нимальную ошибку результирующего интервала [22]. На 
сегодняшний день основным международным информаци-
онным порталом по интервальным вычислениям является 
портал Interval Computations [23], поддерживаемый 
В.Я. Крейновичем в Университете Техаса в Эль-Пасо, 
США. 

Второе направление — интервальный анализ или 
интервальная математика, развиваемое учеными бывше-
го СССР как теоретическая основа для решения практиче-
ских задач с неопределенностью в исходных данных и па-
раметрах моделей [24–26]. В отличие от западного направ-
ления, где применение интервальных вычислений было 
прежде всего направлено на алгоритмизацию и автомати-
зацию вычислений, главная цель применения интервально-
го анализа состояла в нахождении области возможных 
значений результата с учетом структуры данных и функ-
ций, заданных в символьном виде. Информационным пор-
талом, посвященным интервальному анализу, является 
портал «Интервальный анализ и его приложения» [20], ку-
ратором которого выступает С.П. Шарый в институте вы-
числительных технологий Сибирского отделения Россий-
ской академии наук, г. Новосибирск.  

Общность двух направлений выражена одинаковыми 
взглядами на представление описания неопределенности, 
которая «упакована» в интервальной форме. Однако от-



 111 Глава 3 

личительной чертой данных направлений является ис-
пользование различных базовых гипотез и подходов к 
определению результирующего интервала неопределен-
ности. Нечеткие отличительные границы и близость «ин-
тервальной» терминологии обоих направлений привели к 
появлению в последнее время ряда исследований, в кото-
рых методология интервальных вычислений «по умолча-
нию» применяется к решению задач интервального ана-
лиза. В последующем изложении термин «интервальный 
анализ» будет использоваться как собирательный, вклю-
чающий в себя представление «интервальных исчисле-
ний» обоих направлений. 

Интервальный анализ как научное направление сфор-
мировался в основном как метод автоматического кон-
троля ошибок округления на ЭВМ, обусловленный тем, 
что во многих вычислительных задачах возникла потреб-
ность не только вычисления приближенных решений, но и 
гарантированных оценок их близости к точным решениям. 
Таким образом, ценность интервальных решений заключа-
ется в том, что они в целом позволяют получать наиболее 
достоверные решения исходных задач, учитывающие воз-
можные диапазоны изменения исходных и вычисляемых 
значений [27]. Вместе с тем для сложных задач примене-
ние интервального анализа часто дает неудовлетворитель-
ные результаты из-за чрезмерной длины получаемых ин-
тервалов. Чаще всего это происходит из-за того, что «пес-
симистические» оценки точности оказываются на порядок 
хуже, чем реально достигаемая точность результа-
тов [28, 29]. Кроме этого, возникает естественное противо-
речие между относительно большим диапазоном интер-
вальных значений, отражающим  низкую точность соот-
ветствующих значений, и предельно точным заданием гра-
ниц интервалов.  
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В то же время все чаще возникают ситуации, когда 
возможности классических бинарных ЭВМ (ориентиро-
ванных на использование бинарной логики и арифметики 
только с двумя возможными логическими состояниями «0» 
и «1») не отвечают возрастающей сложности и масштабам 
современных вычислительных задач и компьютерного мо-
делирования. Одно из возможных решений этой проблемы 
лежит в переходе к постбинарным вычислениям в кон-
тексте кодо-логической эволюции. При этом появляется 
возможность максимально использовать тот научно-
технический задел, который накоплен в рамках интерваль-
ных вычислений, но при этом устранить или минимизиро-
вать некоторые проблемы интервального анализа, связан-
ные, например, с противоречием между чрезмерно точным 
представлением границ интервальных значений и фактиче-
ской неточностью тех данных, которые они представляют.  

Отсчет относительно широкого распространения ин-
тервальных методов в компьютерных технологиях можно 
вести с первого международного симпозиума по интер-
вальному анализу, прошедшего в Великобритании в январе 
1968 года [30]. Первая монография, полностью посвящен-
ная интервальному анализу, была опубликована 
Р.Э. Муром в 1966 г. [31]. В этой монографии практически 
впервые были последовательно изложены основы нового 
направления в вычислительной математике, а также выска-
зана точка зрения, что первым «интервальщиком» следует 
считать Архимеда, широко использовавшего в своих рас-
четах двусторонние приближения, в частности, для опре-
деления границ числа π — отношения длины окружности к 
ее диаметру. Предложенные Муром новые интересные по-
становки задач и поучительные применения интервальной 
техники оказали решающее влияние на становление и раз-
витие нового научного направления во всем мире. На рус-
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ском языке первая достаточно известная работа по интер-
вальным вычислениям была опубликована Ю.И. Шокиным 
в 1981 году [32]. 

Началом истории интервальных вычислений традици-
онно считают 1931 год, когда Розалиндой Янг (Великобри-
тания) была предложена арифметика для вычислений с 
множествами чисел [33, с. 260–290]. Но фактически нача-
лом современной истории интервальных вычислений явля-
ется 1951 год, когда П. Двайер ввел в научный оборот спе-
циальный случай замкнутых интервалов, обусловленный 
необходимостью учета погрешностей в численном анализе 
[34]. В 1956–1958 годах в Польше были опубликованы ра-
боты Мечислава Вармуса [35, с. 253–259] и Теруо Сунаги в 
Японии [36], предлагавшие классическую интервальную 
арифметику и намечавшие ее приложения. При этом в ра-
боте Теруо Сунаги [36, с. 547–564] впервые были исполь-
зованы и современные термины «интервал», «интерваль-
ный». Кроме того, Т. Сунагой были заложены основы ин-
тервального алгебраического формализма и даны весьма 
нетривиальные примеры применений новой техники, к 
примеру, в численном решении алгебраических уравнений 
и задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 
уравнений (см. также работу [37, с. 167–188]). В 1959 году 
начал публиковать свои работы в области интервальных 
вычислений также Раймон Э. Мур, на базе чего к 1966 году 
была издана упомянутая выше монография [31]. 

В России и Советском Союзе «интервальную» исто-
рию можно отсчитывать с 20-х годов прошлого века, и свя-
зана она с именем видного русского советского математи-
ка Владимира Модестовича Брадиса, который широко из-
вестен своими математическими таблицами. В.М. Брадис 
предложил так называемый метод границ — способ орга-
низации вычислений, приводящий к достоверным двусто-



Глава 3 114 

ронним границам точного значения вычисляемого резуль-
тата, фактически аналогичный интервальной арифметике. 
Работая в Тверском педагогическом институте, он опубли-
ковал целый ряд работ на эту тему [38–40]. 

В 1962 году в одном из первых выпусков «Сибирского 
математического журнала» появилась статья Л.В. Канто-
ровича [41, с. 701–709], обозначившего эту тематику как 
одну из приоритетных для активно набирающей обороты 
вычислительной науки. В 1982 году было издано учебное 
пособие Т.Н. Назаренко, Л.В. Марченко по интервальным 
методам [42], а в 1986 г. — монография С.Л. Калмыкова, 
Ю.И. Шокина, З.Х. Юлдашева [43]. Обширная и подробная 
библиография по интервальным анализу и вычислениям 
имеется, в частности, в работах [44–46]. К настоящему 
времени разработаны различные приемы интервальных 
вычислений [22, 45–48] и множество пакетов прикладных 
программ и алгоритмических макроязыков, реализующих 
элементы интервального анализа на машинном уровне для 
нескольких типов ЭВМ [47–49]. В настоящее время гото-
вится также соответствующий стандарт для интервальных 
вычислений [50]. 

Авторами по результатам исследований в области  ин-
тервальных вычислений в 2010–2011 годах были опубли-
кованы работы [21, 51–56], в которых рассматриваются 
особенности реализации интервальных вычислений в кон-
тексте постбинарного компьютинга. В частности, в рабо-
те [51] был предложен способ кодирования границ интер-
вала одним «тетракодовым» значением, причем разряды 
множественности (М) являются определяющими для пози-
ционирования значений границ интервала на числовой оси, 
а разряды неопределенности (А) — уточняющими пози-
цию этих чисел. Варьируя количеством разрядов М и А, 
можно добиться представления границ интервала с необ-
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ходимой точностью. В докладе [55] рассмотрены способы 
решения интервальных полиномиальных функций с кон-
тролем точности результирующего интервала. Предложе-
ны методы замены и дифференцирования, при использова-
нии которых отбрасываются все «побочные» значения, вы-
званные чрезмерным расширением интервального резуль-
тата при вычислениях полиномов с интервальными коэф-
фициентами. В докладе [56] предложен специальный фор-
мат вещественных чисел от одинарной до четвертичной 
точности, способный хранить в одном поле числа обе гра-
ницы интервала (см. главу 4). Данный формат является од-
ним из способов хранения данных, которые в дальнейшем 
планируется использовать при моделировании кардиналь-
но новых вычислительных алгоритмов и архитектур на ба-
зе существующих компьютерных систем. 

Одной из причин нарастающего использования ин-
тервальных методов является то, что современные клас-
сические ЭВМ не учитывают, как правило, факт довольно 
низкой точности большинства исходных данных. Даже 
невинно выглядящее дробное число 1/10 может породить 
вычислительную проблему: в большинстве случаев ком-
пьютер не может выполнять точные вычисления с этим 
числом [57]. В той мере, в какой точные вычислительные 
результаты используются для принятия критических ре-
шений, неучтенные ошибки вычислений означают повы-
шенный риск.  

Например, широко известен такой классический при-
мер, как катастрофа с американской зенитной ракетой 
Patriot 25 февраля 1991 года в Дхаране (Саудовская Ара-
вия). Он показывает, что может произойти, если суще-
ствующие вычисления с плавающей точкой будут и далее 
некритично применяться к новым задачам. В тот день ба-
тарея ракет Patriot не смогла перехватить иракскую ракету 
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по официально названной следующей причине: неадекват-
ное вычисление в формате с плавающей точкой. Дело в 
том, что система управления ракеты Patriot имеет внутрен-
ние системные часы, отсчитывающие время в десятых до-
лях секунды, т. е. для перевода времени в формат с целыми 
секундами компьютер просто умножает данные на 1/10. 
Однако, как уже упоминалось выше, на современных клас-
сических ЭВМ дробь 1/10 не имеет точного внутреннего 
представления и должна быть приближена подходящей 
двоичной дробью. В качестве такого приближения амери-
канские разработчики взяли 24-битное двоичное число 
0.00011001100110011001100, которое меньше, чем 1/10, 
примерно на одну миллионную. Эта, на первый взгляд ни-
чтожно малая, погрешность постепенно накапливалась, и 
после четырех дней непрерывной работы расхождение си-
стемного времени с точным достигло 1/3 секунды, что, в 
конечном счете, привело к ошибке наведения в 700 метров. 
В результате ракета Patriot, выпущенная на перехват ирак-
ской ракеты, попала в помещение с американскими воен-
нослужащими, убив 28 человек [58]. 

Вышеприведенный и подобные ему (не столь ката-
строфичные) случаи [58] наглядно демонстрируют, что яв-
ляющиеся основой современных цифровых ЭВМ числа в 
формате с плавающей точкой оказываются не вполне адек-
ватными как реальному физическому миру, так и его ма-
тематическим моделям, в частности, математическому по-
нятию вещественного (действительного) числа.  

Основные недостатки современного представления 
чисел с плавающей точкой заключаются в следующем: 

– большинство чисел вещественной оси не могут быть 
представлены точно числами с плавающей точкой, имею-
щими конечную длину мантиссы, и, соответственно, свой-
ства арифметических операций над числами с плавающей 
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точкой отличаются (из-за неизбежных округлений) от 
свойств идеальных математических операций над веще-
ственными числами;  

– число в формате с плавающей точкой не несет ника-
кой информации о точности той величины, которую оно 
представляет. 

Получается, что существующая модель вычислений с 
плавающей точкой не предназначена ни для адекватного 
представления исходных значений, ни для отслеживания 
вычислительных ошибок. В связи с этим постепенно уси-
ливается тенденция к переходу от точечных значений к 
интервальным, что влечет за собой стремительное разви-
тие интервальной арифметики. 

Интервальный тип данных реализуется на современ-
ных ЭВМ, как правило, с помощью представления интер-
вала в виде пары чисел — одного для левого конца интер-
вала, а другого для правого. При этом существующее ап-
паратное обеспечение, в частности, арифметика чисел с 
плавающей точкой, используется без каких-либо измене-
ний, так как корректность получающейся интервальной 
арифметики может быть обеспечена так называемыми 
направленными округлениями. Например, там, где в зада-
чах внешнего интервального оценивания в процессе вы-
числений требуется округление результата, нижняя грани-
ца интервала должна округляться вниз, а верхняя граница 
интервала — вверх, что не противоречит равенству (3.2). 
Таким образом, даже неизбежные ошибки округления при 
вычислениях с плавающей точкой будут строго и система-
тически учитываются в процессе выполнения интерваль-
ной программы. В качестве примера, на рис. 3.2 показано, 
как иррациональные числа 2  и  в различных числовых 
шкалах представлены в виде различных числовых проме-
жутков (интервалов), причем наглядно проиллюстрирова-
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но изменение «ширины» этих интервалов. Интервалы чи-
сел, представленных в вещественном формате (шкала 
floats) являются достаточными, так как в границы интерва-
лов включены и ошибки округления исходных иррацио-
нальных чисел: 2  [1.25, 1.5];   [3.0, 3.5]. 

Данный пример отражает основные положения интер-
вального подхода к вычислениям на ЭВМ: исходные дан-
ные и промежуточные результаты представляются гранич-
ными значениями, над которыми и производятся все опе-
рации. При этом сами операции (прежде всего арифмети-
ческие) определяются таким образом, что результат соот-
ветствующей точной операции обязательно лежит внутри 
вычисляемых границ. 

Иллюстрацией интервального подхода могут служить 
следующие правила выполнения операций вещественной 
интервальной арифметики: 

1 2 3 4 1 3 2 4[ , ] [ , ] [ , ];x x x x x x x x                    (3.3) 

1 2 3 4 1 4 2 3[ , ] [ , ] [ , ];x x x x x x x x                 (3.4) 

1 2 3 4 1 3 1 4 2 3 2 4

1 3 1 4 2 3 2 4

[ , ] [ , ] [min( , , , ),
max( , , , )];

x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x

 
         (3.5) 

1 1 2 2
1 2 3 4

3 4 3 4

1 1 2 2

3 4 3 4

[ , ] / [ , ] min , , , ,

max , , , ,

x x x xx x x x
x x x x

x x x x
x x x x

  
   

 
 
 

 

              (3.6) 

где 0  [x3, x4]. 
 
Возникающая при вычислении границ погрешность 

учитывается с помощью направленных округлений: мень-
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шая из вычисленных границ получается округлением до 
ближайшего машинного числа с недостатком, а большая 
— с избытком. 

 

Рисунок 3.2 — Представление иррациональных чи-
сел в виде интервалов (integers – целые числа, 

rationals – рациональные числа, floats – веществен-
ные числа) [57, c. 485] 

Таким образом, интервальный подход позволяет еди-
нообразным способом учесть все виды погрешностей вы-
числительного процесса: приближенно известные исход-
ные данные заключаются в гарантированно содержащие 
точное значение границы. Погрешности округлений лишь 
несколько расширяют границы промежуточных результа-
тов, а сам вычислительный метод строится так, чтобы его 
погрешность также включалась в вычисленные границы 
конечного результата [59]. 

3.4. Сравнение временных затрат при  
интервальных вычислениях в математических  
пакетах Scilab и Mathematica  
Классическая интервальная арифметика образована 

интервалами  
x = { x1, x2 | x1  x2 }  R,  y = { y1, y2 | y1  y2 }  R  
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такими что, что x  y = { x  y | x  x, y  y } для   { +, –, 
*, / }. Это также проиллюстрировано выражениями (3.3–
3.6). При этом интервальная функция f(x) для всех x  I(R) 
называется интервальным расширением вещественной 
функции f(x), если f(x) монотонна по включению и f(x) = 
f(x) для всех x  R. 

В качестве основной цели проведения исследования 
можно выделить анализ точности и времени выполне-
ния интервальных операций в поддерживающих интер-
вальную арифметику математических пакетах Wolfram 
Mathematica 5 [60] и Digiteo SciLab 5.2.2 [61] (для матема-
тического пакета SciLab необходимо наличие интерваль-
ной надстройки Int4Sci). 

В процессе проведения интервальных вычислений в 
математических пакетах были выполнены следующие за-
дачи: 

 получение значений тестовых функций для вы-
числений: гиперболический эллипсоид (Rotated 
Hyper-Ellipsoid) и функция Растригина 
(Rastrigin’s funсtion) с использованием пакетов 
Mathematica и SciLab;   

 выполнение интервальных вычислений данных 
функций и сравнительный анализ точности по-
лученных результатов в данных пакетах; 

 получение и сравнительный анализ временной 
характеристики Тn (Тn — время вычисления 
функции в n-количествах циклов вычислений) 
при вычислениях точечным (обычным) и интер-
вальным способами.   

Графики функций Rotated Hyper-Ellipsoid (3.7) и 
Rastrigin’s funсtion (3.8) представлены на рис. 3.3. 
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Выполнение интервальных вычислений и получение 
необходимых результатов работы математических пакетов 
проводилось на ноутбуке DELL Inspiron N5010 со следу-
ющими параметрами конфигурации: CPU Intel CoreTM  
i3–330M (2.13 GHz); RAM DDRII 3072MB; VGA ATI 
Radeon HD5470 (GDDR III 1GB); HDD SATA 320GB.  

 

Рисунок 3.3 — Графики тестовых функций Rotated 
Hyper-Ellipsoid и Rastrigin’s funсtion [62] 

При выполнении вычислений интервальной функции 
гипер-эллипсоида f1(x) было выбрано начальное интер-
вальное значение x = [1.4999, 1.5001], представляющее со-
бой интервальное окружение числа 1,5. Для проведения 
анализа точности полученных результатов при интерваль-
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ных вычислениях предварительно было проведено точеч-
ное вычисление данной функции при значении аргумента 
х = 1.5: 

   n = 5  f1(x) = 33.75;  
   n = 25  f1(x) = 731.25;  
   n = 100  f1(x) = 11362.50;  
  n = 500  f1(x) = 281812.50. 
Результаты и время вычисления интервальной функ-

ции F1(X) в соответствующих математических пакетах 
приведены в табл. 3.1 (в скобках указаны значения Tn, по-
лученные при выполнении точечных вычислений функ-
ции f1(1.5)).  

При анализе полученных результатов вычисления 
функции f1(x) следует отметить, что результирующие ин-
тервалы, полученные при использовании SciLab и Mathe-
matica, во-первых, имеют небольшую ширину и, во-
вторых, включают в себя полученные обычным способом 
значения функции f1(x). Однако время, затраченное на вы-
числения в SciLab, в значительной степени (на порядки) 
больше аналогичного времени вычисления в Mathematica, 
а, например, при  n = 500 значение функции f1(x) в системе 
Mathematica было вычислено примерно за 1 сек., а в систе-
ме SciLab все еще не было получено по истечении 20-
ти минут работы вычислительного ядра. Затраты времени 
при интервальных и обычных вычислениях функции 
Rotated Hyper-Ellipsoid представлены на рис. 3.4. 

При выполнении вычислений интервальной функции 
Растригина f2(x) было также выбрано начальное интер-
вальное значение x = [1.4999, 1.5001]. Как и в предыдущем 
случае, для проведения анализа точности полученных ре-
зультатов при интервальных вычислениях предварительно 
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было проведено точечное вычисление данной функции при 
значении аргумента х = 1.5: 

  n = 5  f2(x) = 111.25;  
  n = 25  f2(x) = 556.25;  
  n = 100  f2(x) = 2225.00;  
 n = 500  f2(x) = 11125.00. 

Таблица 3.1 — Вычисление интервальной функции 
    Rotated Hyper-Ellipsoid 

n 
Тn, c Результат f1(x) 
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Рисунок 3.4 — Временные параметры вычисления 
функции Rotated Hyper-Ellipsoid 

Результаты и время вычисления интервальной функ-
ции F2(X) в соответствующих математических пакетах 
приведены в табл. 3.2 (в скобках указаны значения Tn, по-
лученные при выполнении точечных вычислений функции 
f2(1.5)). Полученные результаты вычисления функции f2(x) 
аналогичны результатам вычисления функции f2(x): оба 
математических пакета получили корректные результиру-
ющие интервалы; пакет Mathematica вновь значительно 
опередил пакет SciLab по времени выполнения интерваль-
ных вычислений.  

Для наглядной оценки полученных результатов по 
быстродействию интервальных вычислений на рис. 3.5 
приведены временные параметры вычислений функции 
Растригина обычным и интервальным способами. 
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Опираясь на результаты проведения вычислений ин-
тервальных функций f1(x) и f2(x), можно утверждать сле-
дующее: оба математических пакета могут быть использо-
ваны в качестве инструментов для выполнения интерваль-
ных вычислений, но при этом пакет Mathematica, обладает 
намного более высоким быстродействием. Пакет SciLab, к 
сожалению, не может достаточно эффективно использо-
ваться при проведении большого объема интервальных 
вычислений на персональном компьютере. 

Таблица 3.2 — Вычисление интервальной функции 
    Растригина (Rastrigin’s funсtion) 

n 
Тn, c Результат f2(x) 

SciLab Math-
ematica SciLab Mathematica 

5 

0.
17

16
01

1 
(0

.0
31

20
02

) 

0.
  

10
-8

 
(0

. 
 1

0-8
) 

| 111.248490180395834, 
111.251500050000018 |  

{ 111.24849018039583`, 
111.25150005000005` } 

25
 

0.
62

4 
(0

.0
46

80
03

) 

0.
  

10
-8

 
(0

. 
 1

0-8
) 

| 556.242450901977577, 
556.257500250001158 |  

{ 556.2424509019785`, 
556.2575002500006` } 

10
0 

2.
32

44
14

9 
(0

.0
65

60
01

) 

0.
01

56
00

0 
(0

.0
15

60
) 

| 2224.96980360790212, 
2225.03000100000463 |  

{ 2224.969803607908`, 
2225.0300010000133` } 

50
0 

11
.5

75
27

4 
(0

.3
12

10
5)

 

0.
06

24
00

2 
(0

. 
 1

0-8
) 

| 11124.8490180389672, 
11125.1500050002505 |  

{ 11124.849018039376`, 
11125.1500050002  ̀} 
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Рисунок 3.5 — Временные параметры вычисления 
функции Растригина (Rastrigin’s funсtion) 

3.5. Верификация интервальных значений 
Любое действительное число однозначно представимо 

на числовой оси и приближенно — в памяти электронной 
вычислительной машины (ЭВМ). Возникшее приближение 
обусловлено машинными форматами представления веще-
ственных чисел (например, форматами чисел с плавающей 
запятой), которые конечным набором двоичных значений 
отображают бесконечное множество действительных чи-
сел [63]. Таким образом, поскольку в ЭВМ с конечной раз-
рядной сеткой невозможно точное представление веще-
ственных чисел, то результат каждого достаточно сложно-
го расчета содержит некоторую ошибку, обусловленную 
погрешностями округления входных данных и промежу-
точных результатов. Это означает, что если в вычислении 
учувствуют приближенно представленные (округленные) 
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значения, то и результат окажется приближенным. Кроме 
того, на погрешность, полученную при вычислении, 
накладывается и погрешность, возникшая при представле-
нии полученного значения в формате с плавающей запятой 
(ошибка округления). Поэтому в результате накопления 
погрешности на каждом шаге вычисления степень досто-
верности результата снижается, приводя порой к совер-
шенно неверному решению вычислительной задачи.  

Указанные обстоятельства привели к тому, что в конце 
XX столетия в компьютерные технологии начинает внед-
ряться более широкая парадигма понимания природы чис-
ла — любое число может быть представлено не только в 
виде точки на числовой оси, а и в виде некоего отрезка-
интервала. Однако для сложных задач использование ин-
тервального представления числа часто дает неудовлетво-
рительные результаты из-за чрезмерной длины получае-
мых интервалов, поскольку в ряде случаев оценки точно-
сти оказываются на порядок хуже, чем реально достигае-
мая точность результатов [29, 64]. Для иллюстрации по-
добной ситуации можно привести следующий пример. 
Рассмотрим следующую функцию f(x), которая для любого 
значения х в пределах множества действительных чисел R 
принимает нулевое значение: 

  f(x) = x – x = 0,                (3.9) 
Однако число можно представить и в виде множества 

числовых значений, которое задается его крайними грани-
цами. В таком случае данное число — интервальное (опре-
деленное на множестве I(R)), а его крайние границы — ле-
вая (меньшая) и правая (большая) границы интервала. Все 
арифметические операции над такими числами образуют 
класс интервальных арифметических операций (3.3–3.6), 
которые оперируют значениями границ интервалов-
операндов. При переходе к интервальным вычислениям 
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функция (3.9) примет вид интервальной функции f(x), где 
аргумент x = [x1, x2] — интервальное число с границами x1 
(левая) и x2 (правая), причем x1  x2. Тогда  

f(x) = x – x = [x1, x2] – [x1, x2] = [–|x2 – x1|, |x1 – x2|].   (3.10) 
Таким образом, результирующий интервал f(x) имеет 

ненулевую длину при x1  x2, и, следовательно, x – x  0, 
что противоречит (3.9). Аналогично, если 
f(x) = g(x)  h(x), где  — некоторая арифметическая опе-
рация, реальный выходной интервал будет заведомо уже, 
чем при [g1, g2]  [h1, h2], т. к. g и h — функции от одной и 
той же интервальной переменной. 

Рассмотрим некоторую интервальную функцию f(x), 
определенную на всех точках интервала x = [x–, x+], т. е. 
непрерывную и дифференцируемую на рассматриваемом 
участке х:  

  f(х) = [f–, f+] = [fmin(х), fmax(х)],            (3.11) 
где f–, f+ — минимум и максимум функции f на области  
[x–, x+]. Если все коэффициенты — обычные действитель-
ные числа, то задачу нахождения точного (верифициро-
ванного) интервала f(х) = [f–, f+] можно решить, используя 
значения производной функции f(х) на участке [x–, x+]. 

Очевидно, что для нахождения экстремумов функции 
следует найти корни производной данной функции на об-
ласти определения x = [x–, x+] и сравнить значения функ-
ции в точках x–, x+ и нулях производной. Среди перечис-
ленных значений выбираются максимум и минимум — это 
и есть границы области значений функции для данного 
значения х.  

Для полиномов такой подход очевиден и легко реали-
зуем. Но для остальных функций подобный подход имеет 
очевидные слабые места, даже несмотря на то, что матема-
тически он полностью верен. Во-первых, допущения, ко-



 129 Глава 3 

торые мы приняли для f(x) (определенность, непрерыв-
ность, дифференцируемость) в общем случае не обязаны 
выполняться. Во-вторых, в случае, если все допущения 
выполнены и возможна выборка производной, для некото-
рых функций процесс взятия производной будет более 
трудоемким, чем само вычисление результирующего ин-
тервала. В-третьих, если производная определима, нужно 
еще найти ее действительные корни (иначе применение 
данного подхода не имеет смысла), а известны сложные 
уравнения, для которых получить численные решения не-
возможно, т. к. из-за специфических особенностей функ-
ции можно получить совершенно неверные результаты. 
Если организовать просчет решения производной с интер-
вальными аргументами, то может возникнуть проблема 
верификации еще одного интервала, т. е. нужно повторно 
проводить дифференцирование (если это возможно) и т. д. 
В итоге, процесс верификации можно производить беско-
нечно, но так и не достичь приемлемого результата. Для 
подобных «тяжелых» функций f(x) выгодна их аппрокси-
мация на входном интервале х полиномом с необходимой 
точностью. Это сразу снимает весь комплекс проблем, но 
достоверность решения будет соответствовать достоверно-
сти аппроксимации функции. 

Введение интервальных коэффициентов аi в полино-
миальную функцию f(аi, x) добавляет новые проблемы к 
получению верифицированных значений. Очевидно, что в 
таком случае любой действительный корень производной 
может быть представлен только в виде интервала. Поэтому 
функция f(xi), где xi — корень производной, нуждается в 
верификации. Сделать это невозможно, так как 
xi = g(an, …, a1), где аi, i = n, n–1, …, 0, nN — коэффици-
енты f(x), но xi — точечное значение. Таким образом,  

  f(xi) = h(an, …, a0, g) = h(an, …, a0),           (3.12) 
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однако g представлено не функцией, что лишает смысла 
весь процесс верификации. 

Для верификации интервальных полиномиальных 
функций можно использовать замену, которую надо орга-
низовать следующим образом. Необходимо выразить ин-
тервальную переменную x через единичный интервал 
I = [0, 1]:  

  x = [x1, x2] = [0, 1](x2 – x1) + x1 = Id + x1, 
где d = x2 – x1  — расстояние между границами интерва-
ла х. Таким образом, полином   

  f(аi, x) = anxn + an–1xn–1 +…+a1x + a0  
принимает вид   

  f(аi, x, I) =  
  = 1

1 1 1 1 1 0...n n
n na x a x a x a

        + g(d, x1, I).    (3.13) 

Единичный интервал I удобен тем, что при возведении 
в степень он не расширяется и не сужается. Однако при 
возведении в степень единичного интервала справедливо 
выражение In  I, хотя границы этих интервалов и совпа-
дают. Очевидно, что для х  (0, 1) справедливо неравен-
ство хn < x. Таким образом, для преобразованного выраже-
ния так же, как и в первом методе, необходимо применять 
дифференцирование. Однако выражение (3.13) лучше в 
плане удобства представления входного интервала и чет-
кого разделения на действительную и интервальную части. 

Для полиномов с действительными коэффициентами 
данный метод позволяет получить те же результаты, что и 
метод дифференцирования, но обладает большими вычис-
лительными затратами за счет наличия дополнительных 
преобразований. Однако для полиномиальных функций с 
интервальными коэффициентами эти преобразования 
оправдывают себя, т. к. они переносят независимые интер-
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вальные значения в свободный член полинома. При этом 
длина интервала не увеличивается в такой же мере, как в 
предыдущем методе, что позволяет получить более опти-
мизированный выходной интервал. Данный метод приме-
ним и для функций нескольких переменных f(хi), 
i = 1, …, m, mN. В этом случае для каждой переменной 
вводятся свои собственные единичные интервалы, 
Ix1, Ix2, …, Ixm, так как они независимы друг от друга. 

В поддерживающей интервальные вычисления систе-
ме компьютерной алгебры Wolfram Mathematica 7.0 [60] 
была проведена проверка эффективности верификации ин-
тервала на примере полиномиальных интервальных функ-
ций второй и пятой степеней: 

  f1(x) = x – x2;               (3.14) 
  f2(x) = x5 – 5x4 + 4х3 + х2 – х.            (3.15) 
В интервальной математике результирующий интервал 

функции f(x) вычисляется следующим образом:  
  f(x) = [min(f(x)), max(f(x))] при хх.          (3.16) 
Однако при таких вычислениях наблюдается некон-

тролируемое увеличение длины интервала. Полученные 
результаты при вычислении функции f1(x) при различных 
входных значениях приведены в табл. 3.3. Получение ре-
зультирующего интервала f2(x) при входном интервале 
x = [–0.1, 0.1]: 

– средствами интервальной математики:  
  [–0.10451, 0.11401]; 
– с помощью метода дифференцирования:  
     [–0.08649, 0.10549]. 
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Таблица 3.3 — Результаты вычисления функции f1(x) с указани-
ем ширины d результирующих интервалов 

i 
Входной 
интервал 

xi 

Получение результирующего интервала f1(x) 

средствами интерваль-
ной математики 

с помощью метода 
дифференцирования 

1  [0.7, 1.4] [–1.26, 0.91] d1 = 2.17 [–0.56, 0.21] d1 = 0.77 

2  [0.3, 0.6] [–0.06, 0.51] d2 = 0.62 [0.21, 0.25] d2 = 0.04 

3  [–0.4, 0.2] [–0.56, 0.2] d3 = 0.76 [–0.56, 0.16] d3 = 0.72 

Таким образом, при решении полиномов (3.14) и 
(3.15) были получены интервалы наименьшей длины, что, 
безусловно, доказывает эффективность предложенного ме-
тода. В рамках внедрения данного метода в интервальную 
математику разработана программная модель math [65], 
способная выполнять вычисление полиномиальных интер-
вальных функций. В качестве вычислительного ядра моде-
ли выбрано ядро математического пакета Wolf-
ram Mathematica, которое поддерживает интервальные вы-
числения. Применение данного программного продукта 
как самостоятельного вычислительного средства обуслов-
лено, во-первых, возможностью оптимизации промежу-
точных результатов на различных этапах сложных интер-
вальных вычислений, и, во-вторых, способностью прове-
сти полный цикл вычислений с гарантированием точности 
и максимальным «сужением» границ результирующих ин-
тервалов.  
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3.6. Постбинарные методы реализации  
интервальных вычислений в компьютерном  
моделировании 
Традиционно аппаратное обеспечение компьютеров 

поддерживает две числовые системы: целые числа и числа 
с плавающей точкой. Целочисленная арифметика опериру-
ет конечным подмножеством множества целых чисел и по- 
зволяет безошибочно осуществлять адресные вычисления, 
компиляцию и другие формы трансляции, а также реализо-
вать различные алгоритмы типа поиска и сортировки [66]. 

Произвольное вещественное число представляется 
бесконечной систематической (например, десятичной или 
двоичной) дробью. На практике в научных и инженерных 
вычислениях вещественные числа приходится представ-
лять в компьютере конечными дробями, чаще всего числа-
ми с плавающей точкой. Арифметика чисел с плавающей 
точкой поддерживается аппаратным обеспечением компь-
ютеров, поэтому выполняется очень быстро, однако каж-
дая операция с вещественным числом может вносить по-
грешность.  

Современные ЭВМ практически полностью базируют-
ся на бинарной логике и арифметике, обеспечивающих до 
недавнего времени практически все потребности компью-
терных вычислений [67]. Однако в 90-е годы прошлого ве-
ка произошли качественные изменения как в развитии ло-
гических основ, так и в области компьютерных техноло-
гий, которые обусловили актуальность соответствующих 
изменений как в кодо-логическом [68], так и в алгоритми-
ческом [12] базисе современных компьютерных техноло-
гий. Суть данных изменений может быть сведена к пере-
ходу от преобладания фиксированной точечной опреде-
ленности к эволюционирующей множественности  
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и неопределенности, а также к рассмотрению новых  
перспектив использования многомерного кодо-логи- 
ческого базиса в вычислительном моделировании и пред-
ставлении знаний. 

При этом возможны различные варианты постбинар-
ного представления численных значений. Например, одной 
из наиболее универсальных форм компьютерного пред-
ставления тетракодов является формат с плавающей запя-
той, в котором представленные соответствующим образом 
мантисса и порядок должны быть дополнены значениями 
смещений, представленных обычными бинарными кодами, 
обеспечивающими совместимость с традиционными дво-
ичными операциями машинной арифметики. Другими сло-
вами, если обычные натуральные числа представляются в 
компьютерных системах в формате m  2e, где m — мантис-
са, e — порядок, кодируемые традиционно в виде бинар-
ных кодов, то для универсального представления тетрако-
дов целесообразен формат (d + m’)  2(k+e’), где m’ — нор-
мализованная мантисса и e’ — порядок, представленные 
соответственно в виде целочисленных тетракодов, а d и k 
— смещения, представленные в виде классического би-
нарного кода. При этом смещения, с одной стороны, поз-
воляют достаточно просто решить проблему совместимо-
сти гиперкодового представления с традиционной машин-
ной арифметикой, а, с другой стороны, открывают воз-
можности для дальнейшего усложнения структуры и мно-
гофункциональности численного представления путем 
введения элементов гиперкодового кодирования в пред-
ставление смещений.  

Рассмотрим представление десятичной дроби в виде 
постбинарного интервального числа. В качестве исходного 
выберем трансцендентное число е, являющееся основани-
ем натурального логарифма. Числовое значение этой ма-
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тематической константы возьмем с точностью до 18-го 
знака после запятой: 

е0 = +2,718281828459045235. 
Естественно, такое значение невозможно точно пред-

ставить в традиционных, используемых современными 
процессорами, форматах чисел с плавающей запятой. Так, 
для формата single (32 бит IEEE 754) заданное число е 
представляется следующими двоичными полями (S — знак 
числа, Е — смещенная экспонента, М — остаток от ман-
тиссы): 

S = 0;  Е = 100000002; М = 010110111111000010101002. 
Точное десятичное значение, полученное из данных 

полей, равно e32b = +2,71828174591064453125 (число отоб-
ражается в окне Windows с еще большим округлением: 
F32b = 2,718282) и имеет значимую погрешность представ-
ления для заданной точности:  

  1 = е0 – e32b = +8,25484007037510–8. 
Заданное число е также невозможно точно представить 

и в формате double (64 бит IEEE 754): 

S = 0;  Е = 100000000002;  
М = 20101101111110000101010001011000101000101011101101001 .  

e64b =  
= 2,718281828459045090795598298427648842334747314453125;  

F64b = 2,71828182845905;  
2 = е0 – e64b =  
= +1,4420440170157235115766525268554687510–16. 
Рассмотрим интервалы е1 и е2, границы которых соот-

ветствуют записи (3.1), а их численное значение получено 
из (3.2): 
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е1 = [е0 – 1, е0 + 1] =  
= [ +2,718281755910644531,  
   +2,718281911007445939].             (3.17) 
е2 = [е0 – 2; е0 + 2] =  
= [ +2,718281828459045091, 
  +2,718281828459045379].             (3.18) 
В (3.17) и (3.18) соблюдены соотношения e0  е1 и 

e0  е2. Представим е1 и е2 в форматах single и double с по-
следующим извлечением точных десятичных значений 
(выделены и подчеркнуты первые отличающиеся разряды 
дробной части числа):  

e32b = [ +2,71828174591064453125,  
           +2,7182819843292236328125];  

e64b =  
= [ 2,718281828459045 090795598298427648842334747314453125,  

2,718281828459045 53488480814849026501178741455078125 ]. 
Полученные интервалы также содержат заданное зна-

чение е0: e0  е32b и e0  е64b. Для границ интервалов (3.17) и 
(3.18) также возможен способ кодирования с помощью од-
ного «тетракодового» слова, как это было предложено в 
работе [26]. Так, интервалы (3.17) и (3.18) можно в итоге 
представить соответствующими наборами тетракодов:  

еT1 =  0 1000000 0101101111110000101010M
S E M
 ; 

еT2 =  0 10000000000
S E
  

01011011111100001010100010110001010001010111011010MA
M

. 
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Такого набора достаточно для получения соответ-
ствующей пары двоичных полей при всех М = 0 для левой 
границы и М = 1 для правой границы (для обоих границ 
разряд А принимает случайное значение из набора {0; 1}) 
интервалов, точные десятичные значения которых вклю-
чают в себя все значения интервалов e32b и e64b: еT1  e32b и 
еT2  e64b (строгое равенство достигается при отсутствии 
значений неопределенности А в тетракоде).  

Однако точные десятичные значения могут быть полу-
чены из форматов single и double только с помощью «руч-
ного» просчета. Для машинных вычислений нужно ориен-
тироваться на относительную точность форматов чисел с 
плавающей запятой, которая составляет 7–8 десятичных 
цифр для формата single и 15–16 десятичных цифр для 
формата double. В данном случае значение (или несколько 
значений) множественности переходит в старшие разряды, 
а младшие разряды заполняются значениями неопределен-
ности. Например, границы интервалов (3.17) и (3.18) мож-
но выразить следующим образом 

еT1 =  0 1000000 0101101111MMAAAAAAAAAAA
S E M
 ; 

еT2 =  0 10000000000
S E
  

         01011011111100001010MMMMAAAAAA...A
M

 . 

Таким образом, с помощью тетракода можно закоди-
ровать границы интервала произвольной точности в одном 
поле данных. Однако следует учесть, что данный способ 
эффективен при незначительной ширине интервала 
wid(x) = x2 – x1.  
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Указанная для еT1 и еT2 концепция перехода к группам 
разрядов множественности М и неопределенности А  
подробно рассмотрена в следующей главе (раздел 4.3). 

3.7. Выводы  
В 90-е годы прошлого века произошли качественные 

изменения как в развитии логических основ, так и в обла-
сти компьютерных технологий, которые обусловили акту-
альность соответствующих изменений как в кодо-
логическом, так и в алгоритмическом базисе современных 
компьютерных технологий. Суть данных изменений может 
быть сведена к переходу от преобладания фиксированной 
точечной определенности к эволюционирующей множе-
ственности и неопределенности в представлении чисел, 
что является закономерным этапом в эволюции понятия 
числа как постепенно усложняющейся формы представле-
ния количественной информации. 

Вполне закономерным в этом контексте явилось также 
появление и развитие интервальных вычислений, которые 
в настоящее время реализуются преимущественно про-
граммным путем, требуют существенных дополнительных 
вычислительных затрат и в связи с этим получили пока до-
вольно ограниченное применение. В рамках постбинарно-
го компьютинга появляется возможность реализовать ос-
новные идеи интервальных вычислений на уровне форма-
тов компьютерного представления чисел и аппаратно реа-
лизуемых операций с ними, что позволит существенно по-
высить производительность интервальных вычислений и 
расширить область их применения.  

 



Глава 4 
ТЕТРАКОДЫ  

И ПОСТБИНАРНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ  

4.1. От бинарного  
к постбинарному компьютингу  
Первая волна интенсивного развития цифровых техно-

логий, отсчет которой можно вести примерно с 1945 года, 
прошла  почти исключительно на базе бинарной логики и 
арифметики. Однако уже в 90-е годы, когда начался массо-
вый переход к технологиям параллельных вычислений, 
ограниченность бинарного кодо-логического базиса стала 
проявляться особенно остро, в связи с чем актуализирова-
лись поиски дальнейших, постбинарных, путей развития  
компьютерных технологий.  

Само понятие «компьютинг» начало использоваться 
еще в эпоху механических вычислительных устройств, 
означая первоначально просто процесс реализации каких-
либо вычислений. Однако к настоящему времени смысл 
этого термина существенно расширился, что нашло отра-
жение в следующем современном определении: «Под ком-
пьютингом  обычно понимается деятельность, направлен-
ная на  использование и разработку компьютерных техно-
логий, компьютерной техники и программного обеспече-
ния. Это связанная с компьютерами часть информацион-
ных технологий. С этим  понятием тесно связаны компью-
терные науки, направленные на изучение теоретических и 
практических основ вычислений и информатики, а также 
на их реализацию в компьютерных системах» [1].  
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Такое расширенное понимание компьютинга сложи-
лось уже в бинарную эпоху, в связи с чем под этим терми-
ном традиционно предполагается бинарный компьютинг, 
в основе которого лежит использование двоичной логики и 
двоичной системы счисления. Но современное определе-
ние компьютинга вполне применимо и для предыдущего 
добинарного периода, для чего следует признать целесооб-
разным использование термина прабинарный (пребинар-
ный) компьютинг. Естественно, мы не можем говорить в 
этом случае, например, о каком-либо программном обес-
печении в современном его понимании. Но алгоритмиче-
ская составляющая прабинарного компьютинга заслужива-
ет самого серьезного изучения наряду с логической и вы-
числительной составляющими, представленными соответ-
ственно монологикой и монокодами.   

Целесообразным и оправданным в настоящее время 
следует также признать использование термина постби-
нарный компьютинг, включающего в себя все, что выхо-
дит за рамки двоичной логики и систем счисления, одно-
значно сводимых к двоичной (точечной и однозначной) 
системе представления количественной информации.  

В целом можно констатировать, что возможности про-
дуктивного системного подхода к исследованию вопросов 
постбинарного компьютинга могут быть обеспечены раз-
личными способами, следствием чего является естествен-
ное многообразие соответствующих исследований. Целе-
сообразно, в частности, назвать такие перспективные 
направления, как Grid-технологии [2], интервальные вы-
числения [3], гипервычисления, квантовый и молекуляр-
ный компьютинг [4].  

В рамках кодо-логического подхода, развиваемого ав-
торами данной монографии, важнейшими предпосылка-
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ми для системного исследования проблематики пост- 
бинарного компьютинга явились следующие моменты: 

Во-первых, введение в научный оборот понятия «ко-
до-логический базис» (с доопределением «расширенный» 
или «обобщенный»), предполагающего рассмотрение эво-
люции логических и арифметических основ компьютерных 
технологий в неразрывном единстве и в достаточно широ-
кой исторической перспективе и ретроспективе [5–7]. 

Во-вторых, выявление и анализ как целостного явле-
ния добинарного (пребинарного, прабинарного) кодо-
логического базиса, основными составляющими которого 
являются монологика и различные эволюционирующие 
формы монокодов (см. раздел 1.4, а также [6]). Проведен-
ные в связи с этим исследования позволили в итоге иници-
ировать такое новое междисциплинарное научное направ-
ление как археомоделирование, основной задачей которого 
является выявление и изучение различных средств и мето-
дов добинарного вычислительного моделирования [15]. В 
целом появились основания говорить о целой эпохе праби-
нарного компьютинга, предшествовавшей бинарному эта-
пу в развитии вычислительных средств. Исследование за-
кономерностей добинарной эволюции и перехода к бинар-
ному компьютингу позволило более системно и продук-
тивно подойти к анализу вопросов перехода к постбинар-
ным  вычислениям. 

В-третьих, введение в научный оборот таких взаимо-
связанных понятий как «тетралогика» и «тетракоды» (см. 
раздел 1.2), что позволило впервые одновременно выйти за 
пределы как одномерного пространства двоичной логики, 
так и точечного (бинарного) представления количествен-
ной информации, что явилось решающим шагом к после-
дующим исследованиям постбинарного компьютинга в 
контексте кодо-логической эволюции.  
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Логические, алгоритмические и прочие предпосылки 
перехода к постбинарному компьютингу начали склады-
ваться уже в первой половине XX века в результате ин-
тенсивного развития средств и методов  бинарного ком-
пьютинга во второй половине прошлого века, но только 
на рубеже тысячелетий (в первую очередь благодаря то-
тальному переходу к параллельным вычислениям и фор-
мированию тесно взаимосвязанной глобальной компью-
терной инфраструктуры) начала проявляться настоятель-
ная необходимость преодоления многочисленных ограни-
чений традиционного бинарного кодо-логического бази-
са, ориентированного преимущественно на последова-
тельную (так называемую фон неймановскую) вычисли-
тельную архитектуру. 

В связи с этим назрела необходимость комплексного 
исследования всей совокупности вопросов, связанных с 
переходом к постбинарному компьютингу, основанному на 
использовании различных форм гиперлогики и гиперко-
дов, которые могут рассматриваться как обобщение тетра-
логики и тетракодов применительно к многомерным логи-
ческим пространствам.  

В целом в результате проведенных к настоящему вре-
мени исследований можно сформулировать следующие 
закономерности развития кодо-логического базиса и осно-
ванных на нем форм компьютинга: 

Приоритет логической эволюции. Эволюция логиче-
ской составляющей является первичной и определяет 
наиболее фундаментальные изменения в развитии различ-
ных форм представления количественной информации и 
основанных на них средств и методов компьютинга. 
Именно с ранних изменений в логических основах начина-
ется постепенный переход к новому кодо-логическому ба-
зису: бинарная логика сформировалась в основных чертах 
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еще в эпоху античности, задолго до перехода к  сугубо по-
зиционным системам счисления, в основе которых лежит 
использование символа нуля, а троичная логика впервые 
была предложена в 20-х годах прошлого века, когда о 
постбинарном компьютинге еще не могло быть и речи. 
При этом основное, наиболее значимое для эволюции 
средств и методов компьютинга, развитие логики идет по 
пути возрастания размерности и полноты использования 
логического пространства: нульмерного для монологики, 
одномерного для бинарной логики и многомерного — для 
постбинарной. При этом именно свойства единичного ло-
гического значения определяют потенциальную информа-
ционную емкость и адекватность одного разряда соответ-
ствующего числового кода.  

Разрядная эволюция кода. Повышение информатив-
ности и адекватности кодирования количественной ин-
формации за счет эволюции соответствующих показателей 
одного разряда кода. В простейшем монокоде каждый раз-
ряд представлен целым единичным значением, сумма ко-
торых и определяет итоговое значение кода, являющееся 
исключительно натуральным числом. Введение элементов 
позиционности и многозначности для отдельных разрядов 
кода (как, например, это имеет место для римских чисел) 
не меняет существенно сути монокода, лишь несколько 
увеличивая информативность отдельных разрядов. Глу-
бинные изменения происходят только при переходе к со-
временным позиционным системам счисления, однозначно 
сводимым к простейшему двоичному представлению, ха-
рактерному для современных компьютерных технологий.  

На сегодняшний день аппаратное обеспечение ком-
пьютеров ориентировано на операции с числами, пред-
ставленными всего в двух форматах: целые числа и числа 
с плавающей запятой. Целочисленная арифметика опери-
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рует конечным подмножеством множества целых чисел. 
Если аппаратная часть исправна, а программы не содер-
жат ошибок, то целочисленная арифметика и программ-
ные надстройки над ней работают без погрешностей. 
Например, на основе целочисленной арифметики можно 
построить арифметику систематических дробей произ-
вольной разрядности и обыкновенных дробей. Для точно-
го представления результатов целочисленных арифмети-
ческих операций современный компьютер имеет возмож-
ность сохранять необходимое количество разрядов для 
точного представления достаточно больших целых чисел. 
Но при решении большинства практических задач глав-
ным недостатком целочисленной арифметики является 
крайняя ограниченность диапазона представления чисел, 
что определило переход на использование  в современных 
компьютерных технологиях преимущественно веще-
ственных чисел.  

Произвольное вещественное число представляется 
бесконечной десятичной или двоичной дробью. На прак-
тике в научных и инженерных вычислениях вещественные 
числа приходится представлять в компьютере конечными 
дробями, чаще всего числами с плавающей запятой. 

В настоящее время общепринятым средством для вы-
полнения научных и инженерных вычислений на компь-
ютерах является арифметика чисел, представленных в 
формате с плавающей запятой. Данный формат разрабо-
тан ассоциацией IEEE и используется для представления 
действительных чисел в двоичном коде [8]. На большин-
стве компьютеров каждая отдельная операция с плаваю-
щей точкой обеспечивает результат максимальной точно-
сти в том смысле, что получаемый округленный результат 
отличается от точного вещественного значения не более 
чем на единицу последнего разряда мантиссы. При этом 
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арифметика чисел с плавающей запятой поддерживается 
аппаратным обеспечением современных компьютеров и 
поэтому выполняется очень быстро. Но каждая операция 
с плавающей запятой может вносить погрешность, по-
скольку числа, представленные в плавающем формате, 
представляют конечное множество, на котором отобража-
ется бесконечное множество вещественных чисел. Следо-
вательно, результат нескольких последовательных опера-
ций при определенных условиях может не содержать уже 
ни одной верной цифры (как в примере Румпа, описанном 
в разделе 4.4). Поскольку современные суперкомпьютеры 
преодолели «петафлопсный» рубеж [9], то достоверность 
вычисляемых результатов становится предметом особого 
внимания. 

Стремительное развитие вычислительной техники 
явилось стимулом к возрастанию масштабов как самих 
численных задач, так и требований к надежности получае-
мых решений. В последние годы для многих задач и при-
ложений численного анализа были разработаны методы 
решения, обеспечивающие необходимую арифметическую 
и вычислительную надежность, что дает возможность, во-
первых, получения высокой точности результатов вычис-
лений и, во-вторых, автоматической проверки их коррект-
ности. Поиск возможностей, направленных на повышение 
надежности вычислений, положил начало развитию об-
ширной области исследований — интервальных вычисле-
ний (см. главу 3). 

Приведем простой пример (аналогичный представлен-
ному в работе [10]). Пусть даны два целочисленных (!!) 
вектора x и y: 

x = (1015, 1500, –1018, 1020, 2, −1015),  
y = (1015, 3, 1012, 1013, 222, 1018). 
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Обозначим скалярное произведение x и y через x  y, 
при выполнении которого соответственные элементы век-
торов перемножаются и эти произведения складываются. В 
точной целочисленной арифметике имеем: 

x  y  = 1030 + 4500 − 1030 + 1033 + 444 − 1033 = 4944. 
Ниже приведен пример реализации данного целочис-

ленного выражения в системе компьютерной алгебры 
Mathematica: 

In[5] := 1030 + 4500 – 1030 + 1033 + 444 – 1033 

Out[5] = 4944 
Однако арифметика чисел с плавающей запятой на 

любом современном компьютере (включая те компьютеры, 
на которых арифметика реализована в соответствии с об-
новленным в 2008 году стандартом формата представления 
чисел с плавающей запятой IEEE 754-2008) выдаст для та-
кого скалярного произведения нулевое значение. Причина 
этого в столь большой разнице порядков слагаемых, что 
обычное представление чисел с плавающей запятой не 
позволяет корректно выполнить вычисление. Ниже приве-
ден пример реализации данного выражения в системе ком-
пьютерной алгебры Mathematica при представлении эле-
ментов векторов x и y вещественными числами: 

In[6] := 10.30 + 4500. – 10.30 + 10.33 + 444. – 10.33 

Out[6] = 0. 
Эта катастрофическая погрешность возникает несмот-

ря на то, что данные (в данном случае элементы векторов) 
используют менее 5% диапазона значений порядка, до-
ступного на большинстве компьютеров! 

Ниже показаны результаты символьного (признак зна-
ка «») и численного (признак знака «=») процессоров 
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математического пакета Mathcad Professional при вычисле-
нии данного примера: 

1030 + 4500 – 1030 + 1033 + 444 – 1033  4944 = 
= 4.944  103 
1030 + 4500 – 1030 + 1033 + 444 – 1033 = 0 
10.30 + 4500. – 10.30 + 10.33 + 444. – 10.33  0 = 0 
В последнем варианте вычислений (элементы векторов 

— вещественные числа) символьный и численный процес-
соры Mathcad оказались бессильны. 

Состояние современной компьютерной арифметики 
можно существенно улучшить, т. е. сделать ее более «ин-
теллектуальной», путем новых средств и методов аппарат-
но-программной поддержки. Например, в работе [10, с. 9–
10] высказана возможность создания в арифметическом 
устройстве (или моделирования с помощью программных 
средств) специального регистра с фиксированной точкой, 
покрывающего своей разрядностью весь диапазон чисел с 
плавающей точкой. Причем возникающая при этом потеря 
скорости вычислений вполне компенсируется существен-
ным возрастанием их надежности. Однако для обеспечения 
автоматического контроля погрешностей в существующих 
компьютерных архитектурах машинную арифметику 
необходимо как минимум обеспечить возможностью 
направленного округления результата, т. е. округления до 
ближайшего машинного числа с недостатком или избыт-
ком. Данная концепция представления действительных чи-
сел, а также арифметические операции с составленными из 
них векторами и матрицами позволяют построить машин-
ную интервальную арифметику [11], в которой интервалы 
представляются в виде компьютерных континуальных 
объектов и открывают для численного анализа совершенно 
новую перспективу. В памяти ЭВМ интервал записывается 
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парой чисел в формате с плавающей точкой, определяемых 
как границы этого интервала. Такой интервал фиксирует 
все множество вещественных чисел, заключенных между 
двумя хранимыми в ЭВМ машинными числами. Арифме-
тические операции с такими парами чисел (т. е. с граница-
ми интервалов-операндов) являются составляющими 
арифметических операций над интервалами, результатом 
которых также является пара машинных чисел, представ-
ляющая границы результирующего интервала.  

Подмножество x множества всех действительных (ве-
щественных) чисел R, такое что 

  x = [x1; x2] = {r | x1  r  x2,  x1, x2 R },             (4.1) 
называют замкнутым вещественным интервалом (или, 
аналогично (3.1), просто интервалом), причем каждый та-
кой интервал является элементом множества всех замкну-
тых вещественных интервалов I(R). Однако всякое веще-
ственное число а из R также является элементом I(R), по-
скольку может быть представлено в виде интервала [a; a], 
который называют вырожденным (точечным). Интер-
вальная математика предполагает выполнение унарных и 
бинарных операций над интервалами. Если {+, –, , :} — 
бинарная операция на множестве R и x, y  I(R) , то (см. 
раздел 3.5) 

  x  y = {x  y | xx, yy}.               (4.2) 
Выражение (4.2) определяет бинарную операцию на 

множестве I(R). Если s(x) — непрерывная унарная опера-
ция на R, то выражение 

  s(Х) = [min ( ); max ( )]
x X x X

s x s x
 

     (4.3) 

определяет соответствующую ей бинарную операцию на 
I(R). 
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Руководствуясь (3.2), при вычислении нижней (левой, 
минимальной) границы интервала-результата часто прибе-
гают к округлению с недостатком, а при вычислении верх-
ней (правой, максимальной) границы — с избытком. Таким 
образом, в результате выполнения интервальных операций 
получается результирующий интервал, который гаранти-
рованно содержит все результаты применения данной 
арифметической операции к любым парам чисел, взятых из 
любого интервала-операнда. Однако стоит заметить, что 
интервальное вычисление арифметического выражения 
требует примерно вдвое большего числа операций по 
сравнению с вычислением такого же выражения в стан-
дартной арифметике с плавающей точкой. Очевидно, что 
границы возможных значений результирующего интервала 
и его ширина является естественной мерой неопределен-
ности (см. раздел 3.4). 

В рамках разделов этой главы (в частности, 4.3 и 4.4) 
рассматривается идея представления данных с помощью 
тетракодов (см. раздел 1.7), в частности при представлении 
вещественных чисел в виде интервалов (см. раздел 3.3). 
Идея такого представления интервала заключается в коди-
ровании его границ одним «тетракодовым» числом, что 
способствует, во-первых, возможности представления этих 
границ в памяти ЭВМ не двумя, а одним машинным ко-
дом, и, во-вторых, созданию предпосылок для разработки 
концептуально нового математического аппарата, работа-
ющего с «тетракодовыми» интервалами».  
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4.2. Особенности постбинарного кодирования  
на примере интервального представления  
результатов вычислений по формуле  
Бэйли-Боруэйна-Плаффа 
В главе 3 упоминалось, что интервальная арифметика 

является основным инструментом интервального анализа, 
который в качестве математической дисциплины изучает 
задачи с интервальными неопределенностями в данных, а 
также методы их решения. Простейшей и наиболее рас-
пространенной ситуацией описания неизвестной точно ве-
личины является задание множества ее возможных значе-
ний [12]. Например, величина , представляющая неопре-
деленность значений на числовой прямой между 1 и 5, 
может быть задана как  {1, 2, 3, 4, 5} или 1    5 или, 
в более обобщенном виде, как   R.  

Потребность такого представления неопределенности 
возникает во множестве самых разнообразных ситуаций, в 
частности при представлении в машинных кодах беско-
нечных десятичных дробей. Например, число  — беско-
нечную десятичную дробь можно представить как некото-
рое приближение вещественного числа, имеющее конечное 
число десятичных или двоичных знаков, например 
  3,14159. Однако при оперировании таким приближени-
ем числа  уже в начале вычислений допускается неизбеж-
ная ошибка, поскольку неизвестна информация о том, ка-
ким именно приближением, с недостатком или с избытком, 
является указываемое значение. Очевидно, что при более 
корректном представлении данных нужно явным образом 
указывать границу этой ошибки, например, путем уточне-
ния того, что ошибка представления не превосходит поло-
вины единицы последнего разряда. Существует более 
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предпочтительный способ указания ошибки представле-
ния, который состоит в том, чтобы предоставить наиболее 
узкие точечно-представимые границы (нижнюю и верх-
нюю) для задания какой-либо неоднозначной величины. 
Так, для числа :  

  [3.14159, 3.14160]. 
Частым случаем ошибок представления, имеющим 

инженерный характер, являются ошибки перевода из од-
ной системы счисления в другую. Многие конечные деся-
тичные дроби не имеют точного конечного представления 
среди двоичных чисел, с которыми оперируют современ-
ные компьютерные системы. Но при введении подобных 
чисел в ЭВМ они заменяются некоторым конечным рядом 
по степеням двойки, что, как следствие, вносит ошибку в 
машинное представление числа. 

Подход к решению различных типов задач, при кото-
ром использование машинной интервальной арифметики 
уменьшает (или вовсе устраняет) проблемы соотнесения 
вычисленного приближенного результата с истинным (аб-
страктным) решением, получил название «интервальный», 
поскольку интервал, представляемый парой рациональных 
чисел-границ, является простейшим видом конечно-
представимого множества, локализующего простейший 
абстрактный объект — вещественное число. Основная 
идея интервального подхода состоит в том, что веществен-
ное число представляется в памяти вычислительной маши-
ны не одним, а двумя машинными числами — нижней и 
верхней оценкой, образующими интервальное число. Та-
ким образом, в рамках интервального подхода исходные 
данные и промежуточные результаты представляются гра-
ничными значениями, над которыми и проводятся все опе-
рации. При этом сами операции (прежде всего арифмети-
ческие) определяются таким образом, чтобы результат со-
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ответствующей операции обязательно располагался внутри 
вычисляемых границ. Это в конечном счете приводит к 
возможности автоматически учитывать погрешности в за-
дании исходных чисел и погрешности, вызываемые ма-
шинным округлением. 

В интервальных вычислениях переход к тетралогике 
(см. разделы 1.2, 1.7) прежде всего обусловлен возможно-
стью построения различных вариантов логических значе-
ний, включающих, кроме классических 1 («истина») и 0 
(«ложь»), также и различные парные комбинации, в част-
ности, такие как А («неопределенность», «неоднознач-
ность») и М («множественность», «многозначность»). 
Кроме того, система кодирования количественной инфор-
мации, построенная на тетралогике, обладает по сравне-
нию с традиционными рядом качественных преиму-
ществ [6].  

Рассмотрим, например, процесс перехода от десятич-
ного интервала к «тетракодовому» на примере вычисления 
иррационального числа  с помощью формулы Бэйли-
Боруэйна-Плаффа [13]:  

 
0

1 4 2 1 1( ) .
16 8 1 8 4 8 5 8 6

n

k
k

f n
k k k k

            
  (4.4) 

Десятичный интервал x  ;x x   (xI(R), x–,x+I(R)) 
составим из чисел, полученных на 1-м и 100-м шагах вы-
числений (8 значащих цифр): 

  (1) 3,1414225;x f    (100) 3,1415927.x f    

Поскольку полученные значения различаются, начиная 
с одной десятитысячной, то при использовании этого ин-
тервала в процессе вычислений, позволяющих проводить 
автоматический учет всех видов погрешностей, гарантиру-
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ется точность четырех первых цифр самого результата, 
т. е. в данном случае числа . 

Эти числа, представленные в двоичном формате (для 
наглядности использован 32-битный двоичный формат для 
представления дробной части чисел), позволяют выразить 
данный интервал одним тетракодом T {t | t}, где 
 = {0, 1, A, M}: 

  +3,141422510 = 
= +11.001001000011010001000011110101012, 
 +3,141592710 = 
= +11.001001000011111101101011010011112, 

откуда 
 Т 11.001001000011MMMMMMAAAAAAAAAAAAAA.   

Количество разрядов «многозначности» М обусловле-
но обеспечением необходимой плотности «отсчетов» 
внутри границ интервала, обеспечивающее приближение 
минимум одного из множества вычисляемых значений к  
исходному числу с заданной точностью. В частности, k-я 
позиция последнего разряда «многозначности» дробной 
части тетракодового числа может быть определена по 
формуле 

  ln (10 ) 1 ,
ln (2)

n

k
 

  
 

 или 3,322 1 ,k n                (4.5) 

где n — количество цифр дробной части исходного числа в 
его десятичном представлении. Для двух исходных чисел с 
неравным количеством цифр дробной части n1 и n2 резуль-
тирующее значение n выбирается из условия  
  n = max (n1, n2). 

Так, например, для нашего случая n = 5 (оба десятич-
ных числа имеют 5 цифр после запятой). Следовательно, 
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k = 18, т. е. в тетракодовом числе разряды дробной части, 
начиная с 19-го, являются несущественными и принимают 
значение неопределенности А. 

Обратный же переход к десятичным числам достигает-
ся абсолютной минимизацией/максимизацией М для полу-
чения левой/правой (нижней/верхней) границ интервала.  

Получим двоичные значения границ интервала, задан-
ных тетракодом Т, причем рассмотрим его наихудшее зна-
чение с позиции неопределенности А. Очевидно, что для 
нижней границы интервала наихудшим будет тот случай, 
когда все разряды А примут значение 1; для верхней гра-
ницы интервала наихудшим значением является то, в ко-
тором все разряды А примут значение 0: 

  tmin = 11.00100100001100000011111111111111; 
  tmax = 11.00100100001111111100000000000000. 
Полученные десятичные значения  
 d1 = (tmin)10 = 3,1413612|363…   
и  d2 = (tmax)10 = 3,1415977|478… 

фиксируют все значения функции f(x). В этом легко убе-
диться, поскольку истинное значение  = 3,1415926|536…. 

На рис. 4.1 показано поведение функции f(x) на первых 
10 шагах вычисления, а также ее «вхождение» в получен-
ный интервал с границами d1 и d2.  

Представление границ интервалов в виде тетракодов 
дает возможность гибкого задания практически всех набо-
ров числовых значений, включенных в этот интервал. Хотя 
по сравнению с обычным бинарным кодом количество бит, 
требуемых для кодирования тетракодов, увеличивается в 2 
раза, кодирование числового интервала одним тетракодо-
вым словом позволяет представить все значения числовой 
оси, лежащие между границами интервала. Повышение 
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степени информативности получаемых за счет этого кодов 
вполне оправдывает увеличение затрат на кодирование. 

 

Рисунок 4.1 — Вычисление числа  с помощью 
формулы Бэйли-Боруэйна-Плаффа 

Таким образом, с помощью тетракода можно закоди-
ровать границы интервала произвольной точности в одном 
поле данных. Однако следует учесть, что данный способ 
эффективен при незначительной ширине интервала 
w = wid(x) = x2 – x1.  

4.3. Отображение тетракодов  
на множестве интервальных чисел 
Тетракод как система кодирования количественной 

информации  может быть представлен различными набо-
рами «тетракодовых» разрядов — тетритов (см. раз-
дел 2.1), кодирующими множество состояний двумерного 
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логического пространства [14, 15]. Однако тетракод 
{ }T t  с набором тетритов {0,1, A,M}t  получил более 

широкое применение в ряде исследований (см. разделы 
2.2–2.5, 4.2 или [16–18]). Поэтому в рамках данного разде-
ла будет рассматриваться тетракод, состоящий из такого 
набора тетритов. Рассматривая тетракод в качестве носи-
теля количественной информации, можно высказать сле-
дующие предположения: 

 тетриты 0 и 1 сводятся к битам 0 и 1 соответствен-
но, так как они кодируют аналогичные логические 
состояния; 

 тетрит М сводится к битам 0 и 1 одновременно, 
поэтому представляется двумя точками на число-
вой оси; 

 тетрит А сводится к битам 0 или 1 (в момент све-
дения его значение неизвестно), поэтому пред-
ставляется одной из двух возможных точек на 
числовой оси. 

На рис. 4.2 показано, как тетрит t сводится к биту b на 
бинарной оси xb по событиям s1 и s2 — выборкам двоичных 
значений из тетракода в разные моменты времени. При 
этом тетриты 0 и 1 (кодирующие состояния «ложь» и «ис-
тина» тетралогики) можно назвать однозначно предста-
вимыми на числовой оси, поскольку их значения сводятся 
к аналогичным двоичным значениям 0 и 1 в любой момент 
времени. Это подтверждено идентичностью состояний 
«истина» и «ложь» тетралогики и классической бинарной 
логики. 

Тетриты А и М (кодирующие состояния «неопреде-
ленности» и «множественности» тетралогики) относятся к 
классу неоднозначно представимых, поскольку не могут 
быть однозначно сведены к одному двоичному значению. 
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Тетрит М сводится к паре значений 0 и 1 во всех событиях 
si, т. е. он всегда позиционируется двумя точками на чис-
ловой оси. Тетрит А занимает одно случайное двоичное 
значение 0 или 1 в каждом событии, т. е. он всегда позици-
онируется одной из двух возможных точек на числовой 
оси. На рис. 4.2 тетрит А при наступлении события s1 был 
случайным образом сведен к двоичной 1 (с такой же веро-
ятностью он мог бы занять позицию двоичного 0), а при 
наступлении события s2 принял значение двоичного нуля 
(с такой же вероятностью он мог бы сохранить предыду-
щее значение от события s1). Данный аспект представления 
тетрита А позволяет эффективно кодировать состояния 
тетралогики, обладающие свойствами равновероятности, а 
при совокупности множества выборок — свойствами слу-
чайности.  

 
Рисунок 4.2 — Позиционирование тетритов на  

числовой оси 

Наличие тетритов М в тетракоде предполагает его све-
дение к множеству двоичных значений, т. е. фактически к 
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замкнутому числовому промежутку. Такой числовой про-
межуток называется интервалом, который представляет 
собой множество всех значений, лежащих внутри его гра-
ниц [11]. Очевидно, что кодирование границ веществен-
ных интервалов в виде тетракода возможно лишь в том 
случае, если в нем присутствуют разряды М, являющиеся 
определяющим фактором выявления интервальных границ. 
В таком тетракоде допускается наличие тетритов А, кото-
рые являются уточняющим фактором при выявлении ин-
тервальных границ и занимают младшие разряды тетрако-
да, уменьшая тем самым погрешность представления зако-
дированных в тетракоде количественных значений. 

Описанная выше структура тетракода с позиции рас-
положения тетритов М и А наделяет его так называемой 
нормированностью, которая определена совокупностью 
следующих критериев:  

 Тетриты 0 и 1 являются основной информационной 
составляющей и фактически определяют позицию 
числа на числовой оси. 

 Наличие «группы М» — наличие тетрита или груп-
пы тетритов М обязательно для представления гра-
ниц интервала: группа М неразрывна и располагает-
ся в младших разрядах тетракода. 

 Наличие «группы А» — наличие тетрита или груп-
пы тетритов А не обязательно, однако носит уточ-
няющий характер для представления границ интер-
вала: группа А неразрывна и занимает более млад-
шие разряды тетракода, чем группа М. 

 Между группами М и А не допускается появления 
однозначно представимых тетритов 0 и 1. 

Все представленные в работе результаты будут спра-
ведливы только для нормированных тетракодов, причем 
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тетракод, содержащий в себе только группу М, будем счи-
тать нормированностью первого рода, а содержащий в 
себе группы М и А, — нормированностью второго рода.  

В данном разделе рассматривается реализация воз-
можности использования нормированного тетракода для 
кодирования значений границ интервальных чисел в одном 
поле данных, т. е. фактически решается задача, обратная 
задаче предложенной в п. 4.2, в которой рассматриваются 
особенности перехода от интервального представления ре-
зультатов вычислений к постбинарным. При этом предпо-
лагается, что определение диапазонов «плавающих» гра-
ниц и ширины интервального числа, представленного нор-
мированным тетракодом первого и второго рода, является 
достаточным условием для оценки эффективности и точ-
ности позиционирования границ при постбинарном коди-
ровании интервалов. Рассмотренная концепция может по-
служить началом развития средств и методов постбинар-
ных вычислений, способных позиционироваться как мате-
матическая дисциплина, предметом которой является ре-
шение задач с постбинарными интервальными неопреде-
ленностями и неоднозначностями в данных, возникающи-
ми в постановке задачи или на промежуточных стадиях 
процесса решения. 

Пусть Х — целочисленный интервал (интервальное 
число), в котором х– и х+ — его левая и правая границы, 
причем все значения х интервала принадлежат области це-
лых чисел: хZ. «Размах» границ интервала определяет его 
ширину w, которая выражается следующим соотношением: 

  0.w x x                   (4.6) 

Ширина интервала — важнейшая его характеристика, 
поскольку является естественной мерой неопределенности 
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(неоднозначности) величины, выраженной интервальным 
числом. 

Рассмотрим нормированный тетракод первого рода, 
т. е. содержащий группу М в младших разрядах. При све-
дении такого тетракода к множеству двоичных значений 
границы интервала определены крайними позициями этого 
множества: левая граница — при всех значениях М, све-
денных в двоичный ноль; правая граница — при всех зна-
чениях М, сведенных в двоичную единицу. При этом ши-
рина полученного интервала может быть вычислена по 
формуле (4.6), но поскольку однозначно представимые в 
исходном тетракоде тетриты 0 и 1 самоуничтожатся опе-
рацией вычитания, оценку ширины закодированного ин-
тервала можно получить, не используя численные значе-
ния х– и х+ (рис. 4.3, а). Так как значение тетракода сводит-
ся к отображению двоичных чисел, а двоичная система 
счисления является позиционной, то ширина полученного 
интервала зависит прежде всего от позиции группы М в 
тетракоде, а точнее — от позиции старшего тетрита поля 
М в тетракоде. Поэтому 

  
12 1,kw                   (4.7) 

где k — позиция старшего тетрита t = М в n-разрядном 
тетракоде: 1 0.n k    

Тетракод с нормированностью второго рода при све-
дении его к границам интервального числа предполагает 
определение расстояния q между значениями минимально 
и максимально возможных границ интервалов ( minx , 

minx  и 
maxx , 

maxx ), имеющих ширину w1 и w2 соответственно 
(рис. 4.3, б):   

  
max min max min .q x x x x                      (4.8) 
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Фактически величина q является расстоянием между 
двумя интервалами шириной w1 и w2, т. е. расстоянием на 
множестве I(R) целочисленных и вещественных интерва-
лов (поскольку Z  R, то множество целочисленных ин-
тервалов I(Z) также является подмножеством множества 
I(R), т. е. I(Z)  I(R)). Отображение q на множестве I(R) 
задает метрику, которая является хаусдорфовой [11, с. 23]. 
Хаусдорфова метрика обобщает понятие расстояния между 
двумя точками в замкнутом метрическом пространстве (в 
данном контексте таким пространством является множе-
ство R) на случай всех компактных непустых подмножеств 
данного пространства. При введении на множестве I(R) 
метрики оно становится топологическим пространством с 
сохранением понятий сходимости и непрерывности, как и 
в случае метрического пространства. 

 
Рисунок 4.3 — Формирование целочисленных интер-
вальных границ при декодировании нормированного 

тетракода первого (а) и второго (б) рода  

При сведении к интервальным границам тетракода, 
обладающего свойствами нормированности второго рода, 
расстояние w1 между крайними точками minx  и maxx  опре-
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деляется аналогично (4.8), поскольку поле А сводится к 
двоичным значениям, аналогичным полю М (все нули для 
левой и все единицы для правой границ интервала): w1 = w. 
Расстояние w2 между точками maxx  и minx  связано с w1 со-
отношением w1 = w2 – 2q. Точки minx  и maxx  сформированы 
с позиции учета погрешности, вносимого в значения гра-
ниц полем А тетракода. При этом максимальное значение 
q достигается для границ следующим образом:  

  для левой границы: при минимальном значении поля 
М (все тетриты М сводятся к двоичному 0) значение 
поля А максимально (все тетриты А принимают 
значения двоичной 1);    

  для правой границы: при максимальном значении 
поля М (все тетриты М сводятся к двоичной 1) зна-
чение поля А минимально (все тетриты А прини-
мают значения двоичного 0).  

Такая концепция предполагает определение парамет-
ров w1 и q, при которых представленные тетракодом гра-
ницы интервала будут находиться в выделенных на 
рис. 4.3, б участках числовой оси. 

Поскольку на величину q оказывает влияние только 
значение, возвращаемое полем А тетракода, то длину q 
можно выразить через позицию старшего тетрита поля А:  

  
12 1,lq                    (4.9) 

где l — позиция старшего тетрита t = A в n-разрядном тет-
ракоде: 1 0k l    (k — позиция старшего тетрита t = М)  

При этом значение w2 можно определить следующим 
образом: 1 1 1 2

2 1 2 2 1 2 (2 1) 2 2 1.k l k lw w q               

При этом возможный диапазон «плавания» границ ин-
тервала, обусловленный заполнением поля А случайными 
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двоичными значениями, определяется следующим обра-
зом:  

 [ minx , maxx ] = [ maxx q  , maxx ] = [ minx , minx q  ] — для 
левой границы; 

 [ minx , maxx ] = [ maxx q  , maxx ] = [ minx , minx q  ] — для 
правой границы. 

В качестве примера можно выполнить сведение 8-
разрядного тетракода Т с нормированностью второго рода 
к интервалу Х: Т  Х. Пусть Т = 101ММААА. Тогда k = 4, 
l = 2. Получим возможный разброс границ 32 1 7q     и 
максимально возможную ширину 5

1 2 1 31w    . Таким 
образом, при любой выборке (наступлении события si) с 
учетом возвращения полем А случайного набора двоичных 
чисел ширина интервала будет не больше w1 = 31 и не 
меньше 2 31 2 7 17.w      

Выполним проверку ( — сведение к двоичному 0,  
— сведение к двоичной 1):  

  
max min max[ , ]X x x     

     2 10
M AM A

[101 00 000 , 101 11 111] [160, 191] .
all allall all   

   

  
min max min[ , ]X x x    

      2 10
A MM A

[101 00 111 , 101 11 000] [167, 184] .
all allall all  

   

Из (4.8) получаем 160 167 191 184 7.q       Диапа-
зон «плавания» границ интервала Х, закодированного в Т: 
[160, 167] — для левой границы; [184, 191] — для правой 
границы  
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При сведении тетритов n-разрядного «вещественно-
го» тетракода T   (условно разделенного на поля знака, 
порядка и мантиссы) к вещественному интервалу X   все 
оценки возможного размаха интервальных границ опреде-
ляются аналогично описанным выше целочисленным 
представлениям. Однако сведение тетракода T   к двоич-
ным значениям определяет формат последних как формат 
с плавающей запятой. При этом для расчета ширины пред-
полагаемых диапазонов, а также расстояния между ними, 
следует учитывать некоторые дополнительные параметры: 
значение поля и смещение порядка, а также количество 
разрядов мантиссы. В таком случае ширина максимально и 
минимально представимого интервала из T   — ,w  1w  и 

2w  — определена следующими соотношениями (F — ко-
эффициент, учитывающий особенности формата представ-
ления чисел с плавающей запятой): 

  ;w F w                  (4.10) 

  1 1;w F w                 (4.11) 

  2 2.w F w                 (4.12) 

Зависимость (4.10) применима для тетракода с норми-
рованностью первого рода, а зависимости (4.11, 4.12) — 
для тетракода с нормированностью второго рода. Все пра-
вила нормированности для «вещественного» тетракода от-
носятся только к полю мантиссы и не предполагают появ-
ления неоднозначно представимых тетритов ( {A, M}t ) в 
поле порядка.  

С учетом специфичности форматов чисел с плавающей 
запятой «вещественный» тетракод может сводиться к гра-
ницам интервала входящих в области нормализованных 
(имеющих ненулевое значение в поле порядка) и денорма-
лизованных (имеющих нулевое значение в поле порядка) 
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чисел с плавающей запятой [19]. Рассматривать иные осо-
бые случаи представления чисел плавающих форматов (не 
число: NaN, положительная и отрицательная бесконечно-
сти: + и –) не имеет смысла, так как параметры таких 
интервалов изначально известны: [NaN; NaN], [NaN; ]  и 
[ ; NaN]  имеют ширину w = NaN; [ ; ]   имеет шири-
ну w = +. Интервалы [ ; ]   и [ ; ]   задать с помо-
щью нормированного тетракода невозможно, так как дан-
ные интервалы точечные (границы интервалов совпадают), 
т. е. в плавающих форматах представляют точку на число-
вой прямой. Таким образом, коэффициент F может быть 
представленным только в двух вариантах: для нормализо-
ванных (F1) и денормализованных (F2) чисел:  

  
offset

1 2 ;E mF                 (4.13) 

  
1 offset

2 2 ,mF                 (4.14) 

где Е — десятичное значение экспоненты двоичного чис-
ла, m — количество двоичных разрядов мантиссы (в 32-
битном IEEE754 m = 23, в 64-битном — m = 52),  
offset = 2b–1 – 1 — заданное смещение экспоненты, имею-
щей b двоичных разрядов (в 32-битном IEEE754 оно равно 
+127, в 64-битном — +1023).  

На основании (4.10–4.14) получаем основные зависи-
мости (k и l — номера старших разрядов полей М и А со-
ответственно): 

  для нормализованных чисел: 

  
offset 1

1 2 (2 1);E m kw w                    (4.15) 

  
offset 1 2

2 2 (2 2 1);E m k lw                     (4.16) 

  
offset 1

1 1 2
1 ( ) 2 (2 1).
2

E m lq F q w w                    (4.17) 
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  для денормализованных чисел: 

  
1 offset 1

1 2 (2 1);m kw w                    (4.18) 

  
1 offset 1 2

2 2 (2 2 1);m k lw                    (4.19) 

  
1 offset 12 (2 1).m lq                   (4.20) 

В качестве примера можно выполнить сведение 32-
разрядного «вещественного» тетракода T   с нормирован-
ностью второго рода к интервалу X  : T X  .  

Пусть  
T = 1  01111100  10110111001MMMMAAAAAAAA.  
Все числа, сводимые данным тетракодом, представля-

ют множество нормализованных чисел с плавающей запя-
той. Получаем исходные данные: k = 11, l = 7, m = 23, 
offset = 127, Е = 011111002 = 12410. Используя зависимости 
(4.15–4.17), рассчитаем возможный разброс границ интер-
вала: 

 

124 127 23 8 26

6 6

2 (2 1) 2 255
255 3,7997961... 10 3,8 10 ;

67108864

q   

 

      

    
 

 
26 12 5

1
40952 (2 1) 6,10202550... 10 ;

67108864
w          

 
26 12 9 5

2
35852 (2 2 1) 5,53420663... 10 .

67108864
w           

Таким образом, при любой выборке (наступлении со-
бытия si) с учетом возвращения полем А случайного набо-
ра двоичных чисел ширина интервала не превысит значе-
ние 6,1020255010–5 и не станет меньше, чем  
5,5342066310–5. 
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Выполним проверку с учетом того, что данный T   
сводится к отрицательным числам. Следовательно, числа с 
большим модулем находятся на отрицательной части чис-
ловой оси левее, чем числа с меньшим модулем. Учитывая 
данную особенность отрицательных чисел, границы мак-
симально и минимально представимых диапазонов форми-
руются следующим образом ( — сведение к двоичному 
нулю,  — сведение к двоичной единице):  
 max min max[ , ]X x x      

  
M A

[1 01111100 10110111001111111111111,
all all 

   

  
 2

M A

10

1 01111100 10110111001000000000000]

[ 0.21447752, 0.21441650] .
all all 



  


 

   





min max min

M A

2
M A

10

[ , ]
[1 01111100 10110111001111100000000,

1 01111100 10110111001000011111111]

[ 0.21447372, 0.21442030] .

all all

all all

X x x 

 

 

   




  




 

Из (4.8) получаем  

  0, 21447372 0, 21447752q      

  
50, 21441650 0, 21442030 3,8 10 .      

Диапазон «плавания» границ интервала ,X   извлечен-
ного из T  :  

  [ 0.21447752, 0.21447372]   — для левой границы;  
  [ 0.21442030, 0.21441650]   — для правой границы  
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Описанная в данном разделе методика сведения n-
разрядного нормированного «вещественного» тетракода к 
вещественному интервалу приводит к извлечению границ 
интервала одного знака, т. е. к таким интервальным чис-
лам, которые могут занимать позиции либо на положи-
тельной, либо на отрицательной полуосях вещественных 
чисел. Следовательно, данная техника кодирования не яв-
ляется достаточной, поскольку исключает представление 
интервала, содержащего нулевое значение. Таким обра-
зом, для преставления интервала X   (х  R, 0  X  ) фор-
мируется нормированный «вещественный» тетракод T  , 
содержащий в поле знака тетрит t = M. Такой тетракод 
отвечает обозначенным требованиям к нормированности 
(относящийся прежде всего к полю мантиссы) и сводится 
к интревальным границам, аналогично описанной выше 
методике, однако при формировании левой границы тет-
рит М в поле знака сводится к двоичной 1 (формируется 
отрицательное значение), а при формировании правой 
границы — к двоичному 0 (формируется положительное 
значение). 

На рис. 4.4 представлены соотношения интервалов X   
и X  , отличающихся тем, что декодированы из идентич-
ных «вещественных» тетракодов T   (в поле знака одно-
значно представимые значения тетритов 0 ( X  > 0) или 1 
( X  < 0)) и T   (в поле знака значение М). Поскольку ин-
тервал X   объединяет зеркальное отображение интервала 
X   на отрицательной и положительной полуосях, то ин-
тервальные оценки данных интервалов связаны, и основ-
ная оценка — расстояние d   — определима следующим 
образом: 1d w  .  
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х

maxx
minx

minx
maxx0

0

1w
d  d 

maxx
minx

minx
maxx

1w
d d

minx
maxx

minx
maxx

2w

1w

2w2w

dd

0X   0X  

0X  

х

 

Рисунок 4.4 — Формирование вещественных интер-
вальных границ для интервала, содержащего нулевое 

значение 

Следовательно 
 для нормализованных чисел:  
  offset 12 (2 1);E m kd                    (4.21) 

 для денормализованных чисел:  
  1 offset 12 (2 1).m kd                   (4.22) 

Значения ширины 1w  и 2w  зависят от всех разрядов 
поля мантиссы в тетракоде (в первую очередь от одно-
значно представимых значений тетритов, поскольку при 
нахождении расстояния между границами интервала с 
противоположными знаками их значения складываются) и 
изменяют свое значение в каждом отдельном случае. И, 
наконец, если интервал X   представлен тетракодом T   с 
нормированностью первого рода, то середина такого ин-
тервала будет всегда равна нулевому значению, что обу-
словлено симметричным расположением границ интервала 
относительно нуля. При использовании «вещественного» 
тетракода T   с нормированностью второго рода такая 
симметрия будет нарушена, поскольку для каждой из гра-
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ниц все тетриты поля А будут сводиться к различным 
наборам двоичных бит. Появление тетрита М в знаковом 
разряде переопределяет принципы получения минимально 
и максимально допустимых значений границ интервала. 
Однако стоит отметить одинаковость поведения полей М и 
А, поэтому в формулах (4.21, 4.22) не используется значе-
ние l — позиция старшего тетрита в поле А. 

Для наглядного представления описанных выше поло-
жений рассмотрим сведение 32-разрядного «вещественно-
го» тетракода T   (аналогичного T   из предыдущего при-
мера) к интервалу X  : T X  .  

Пусть  
T = М  01111100  10110111001MMMMAAAAAAAA.  
Получаем исходные данные: k = 11, m = 23, 

offset = 127, Е = 011111002 = 12410. Используя зависимости 
(4.15–4.17), рассчитаем возможный разброс границ интер-
вала: 

  
124 127 23 12

26

40952 (2 1)
2

q  


       

  
5 56,10202550... 10 6,102 10 .      

Выполним проверку ( — сведение к двоичному нулю, 
 — сведение к двоичной единице):  

  

 

 

max min max

M M A

2
MM A

10

[ , ]
[ 1 01111100 10110111001111111111111,

0 01111100 10110111001111111111111]

[ 0, 21447752, 0, 21447752] .

all all

all all

X x x 

  

 

   





 




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 

 

min max min

M M A

2
M M A

10

[ , ]

[ 1 01111100 10110111001000000000000,

0 01111100 10110111001000000000000]

[ 0, 21441650, 0, 21441650] .

all all

all all

X x x 

  

  

   





 




 

Из (4.8) получаем  

  0, 21441650 0, 21447752q       

  50, 21447752 0, 21441650 6,102 10 .    
Диапазон «плавания» границ интервала ,X   извлечен-

ного из T  :  
  [ 0.21447752, 0.21441650]   — для левой границы;  
  [0.21441650, 0.21447752]  — для правой границы  
При декодировании тетракода, т. е. при сведении зна-

чений тетритов ti (i — позиция тетрита в n-разрядном тет-
ракоде, n–1  i  0) тетракода к интервалу, можно прибег-
нуть к предложенным в разделе 2.2 унарным функциям 
тетралогики (таблица 2.1): MIN_A (MAX_A) — миними-
зация (максимизация) неопределенности; MIN_М 
(MAX_М) — минимизация (максимизация) множествен-
ности.  

Используя сочетания приведенных в таблице функций, 
можно все значения тетритов А и М привести к значениям 
0 и 1. Тетракод, состоящий из тетритов 0 и 1, фактически 
является двоичным числом — значением интервальной 
границы. При сведении n-разрядного тетракода Tn к значе-
ниям интервальных границ предлагается использовать 
следующие четыре сочетания: 
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0, 0 A M,
MIN_M(MIN_A( ))

1, 1;
i i i

i
i

if t t t
t

if t
    

  
     (4.23) 

0, 0 M,
MIN_M(MAX_A( ))

1, 1 A;
i i

i
i i

if t t
t

if t t
  

    
          (4.24) 

0, 0 A,
MAX_M(MIN_A( ))

1, 1 M;
i i

i
i i

if t t
t

if t t
  

    
          (4.25) 

0, 0,
MAX_M(MAX_A( ))

1, 1 A M.
i

i
i i i

if t
t

if t t t


      
    (4.26) 

Таким образом, в качестве оценки предельных колеба-
ний интервальных границ можно рассматривать выраже-
ния (4.23–4.26), которые фактически заменяют использо-
ванные в примерах условные выражения all M(A) () сле-
дующим образом:  

  M A MIN_M(MIN_A( ));nall all T     

  M A MIN_M(MAX_A( ));nall all T     

  M A MAX_M(MIN_A( ));nall all T     

  M M MAX_M(MAX_A( ));nall all T     

  1 1M MIN_M( ); M MAX_M( ).n nt t       

Равенства в последней строке выражают поочередное 
сведение к нулю и к единице знакового тетрита tn–1 «веще-
ственного» n-разрядного тетракода. 

Таким образом, используя соотношения (4.7, 4.9, 4.15–
4.26), можно провести интервальное оценивание и полу-
чить необходимые метрики интервального числа, границы 
которого представлены тетракодом, не прибегая к его де-
кодированию в двоичные/десятичные значения. При этом 
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возможно эффективное хранение интервальных чисел в 
виде тетракодов с их дальнейшим использованием в пост-
бинарных компьютерных системах.  

Актуальность приведенной концепции нацелена на не-
далекое будущее, в котором внедрение средств постбинар-
ного компьютинга несомненно приведет к развитию мно-
жества математических структур, в числе которых может 
оказаться и постбинарная интервальная арифметика 
как структура, определившая арифметические интерваль-
ные операции для нормированных тетракодов. Такая 
структура сможет использовать тетракоды в качестве опе-
рандов и применять к ним постбинарные логические и 
арифметические операции, реализация которых уже сего-
дня заложена в основу разработки алгебры тетралоги-
ки [17, 18]. 

4.4. Пример Румпа в контексте традиционных  
и интервальных вычислений 
Лавинообразное нарастание объемов вычислений в 

процессе исследования, моделирования и проектирования 
сложных систем и динамических процессов, как никогда 
ранее, актуализирует контроль достоверности и точности 
вычислительных процессов. Обоснованно предполагается, 
например, что многие техногенные катастрофы последних 
десятилетий, причины которых традиционно объяснили 
преимущественно «человеческим фактором», были в 
первую очередь обусловлены разного рода вычислитель-
ными ошибками [20].  В большинстве же случаев ошибки в 
вычислениях просто остаются незамеченными, существен-
но искажая полученные результаты.  

Одним из простейших путей минимизации ошибок, 
связанных с округлением и потерей точности ввиду огра-
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ничений, обусловленных особенностью представления чи-
сел в современных цифровых компьютерах, является даль-
нейший рост разрядности вычислений. В августе 2008 года 
в этом направлении был сделан важный шаг, связанный с  
публикацией стандарта IEEE 754–2008, который заменил 
ранее действовавший стандарт вычислений с плавающей 
запятой IEEE 754–1985. Стандарт 1985 года предусматри-
вал 2 типа чисел с плавающей запятой: одинарной (32-
разрядные) и двойной (64-разрядные) точности. Одной из 
первых его аппаратных реализаций  стал арифметический 
сопроцессор Intel 8087, в котором дополнительно в каче-
стве внутреннего формата использовался «расширенный» 
80-разрядный формат с 64-разрядной мантиссой и 16-
разрядным порядком. Основным нововведением в стандар-
те 2008 года стал 128-разрядный формат «квадро», т. е. 
формат «учетверенной точности», который, по идее, дол-
жен обеспечить соответствующие потребности по части 
точности вычислений еще на ближайшие 20 лет. 

Но один довольно простой пример показывает, 
насколько эти надежды могут оказаться иллюзорными. 
Речь идет о так называемом примере Румпа, впервые опуб-
ликованном еще в 1988 году [21], и названном по фамилии 
его автора, который являясь в то время  сотрудником 
немецкого отделения фирмы IBM и исследуя алгоритмы 
вычислений с гарантированными границами интервалов, 
заведомо включающими правильный  результат, получил 
полином, дающий при определенном  сочетании значений 
переменных заведомо неправильный результат: 

  f = 333,75 b6 + a2 (11a2 b2 – b6 – 121b4 – 2) +  
  + 5,5b8 + a/(2b),             (4.27) 

где a = 77617, b = 33096.  
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При различной разрядности вычислений с плавающей 
запятой на практически стандартной для того времени 
большой вычислительной системе ИБМ 370 для данного 
полинома были получены примерно одинаковые результа-
ты: 

 32-bit:  f = 1,172604; 
 64-bit:  f = 1,1726039400531786; 
 128-bit:  f = 1,1726039400531786318588349045201838. 
Но во всех случаях этот результат весьма существенно 

(даже своим знаком!) отличался от правильного (получен-
ного с помощью специального алгоритма): 

  f = –0,827396059946821368141165095479816… 
В дальнейшем данный пример стал классической ил-

люстрацией тех проблем, которые присущи современным 
вычислениям с плавающей запятой. В частности, в 2001 
году были опубликованы результаты исследования приме-
ра Румпа с применением различных современных вычис-
лительных платформ и инструментов [22]. Вычисление по-
линома Румпа на компьютерах с процессорами Intel Penti-
um и Sun Sparc дало различные результаты в зависимости 
от того, какая система компьютерной математики исполь-
зовалась. При этом, например, использование системы 
Matlab давало классический результат 1.1726… практиче-
ски независимо от разрядности.  

В системе Maple V:  f = –1,18059… 1021. В системе 
Mathematica v.4.0.2: f = 1,1726… или –1,18059… 1021 в за-
висимости от различных условий.  

При этом делается вывод, что для получения пра-
вильного результата необходимо минимум 122 двоич-
ных разряда, т. е. 36 десятичных разрядов [3]. Стан-
дартное же представление чисел с плавающей запятой эк-
вивалентно фактически 8-ми десятичным разрядам при 
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одинарной точности, 17-ти — при двойной, 34-м — при 
учетверенной. 

В 2002 году этот пример исследовался сотрудниками 
фирмы Sun Microsystems, которые показали, что в некото-
рых случаях современные стандартные средства вычисле-
ний дают еще более непредсказуемые результаты. Напри-
мер, соответствующие вычисления полинома Румпа на ба-
зе программы, полученной с помощью компилятора 
Fortran 95 фирмы Sun Microsystems Inc., дали следующие 
результаты [23]: 

32-bit:  f = −6,338253E + 29, 
64-bit:  f = −1,1805916207174113E + 21, 
128-bit: f = +1,1726039400531786318588349045201838.  
Позднее З. Румп показал [24], что аналогичные про-

блемы при использовании приведенных выше значений a и 
b возникают и в случае вычисления более простого поли-
нома вида 

  f = 21 b2 – 2 a2 + 55 b4 – 10 a2b2 + a/(2b).           (4.28) 
Особую обеспокоенность такого рода результаты вы-

зывают в связи с широким распространением в последнее 
время вычислений на базе графических процессоров 
(GPU), которые для достижения максимальной производи-
тельности чаще всего оперируют с числами только оди-
нарной точности, что резко повышает вероятность получе-
ния неверных результатов [25]. Это не столь критично при 
расчетах, связанных исключительно с визуализацией, но 
весьма опасно при использовании GPU для высокопроиз-
водительных вычислений общего назначения. 

При этом самым тревожным фактом является то, что 
при проверке примера Румпа практически во всех совре-
менных математических пакетах не только результат ока-
зывается неверным, но и отсутствуют какие-либо при-
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знаки того, что при вычислениях возникли проблемы! 
А это означает, что такого рода незамечаемых ошибок в 
современных вычислениях и вычислительном моделиро-
вании может быть непредсказуемое множество. 

Все вышеизложенное побудило провести более де-
тальное исследование примера Румпа с использованием 
последних версий современного вычислительного про-
граммного обеспечения типа электронных таблиц и систем 
компьютерной математики (СКМ) Wolfram Mathematica, 
Mathsoft MathCAD и SciLab [26]. Как и следовало ожидать, 
в стандартном режиме все СКМ вычислили полином не-
верно. На рис 4.5, в частности, приведен пример получения 
традиционного неверного результата в довольно популяр-
ной свободно распространяемой СКМ SciLab. Аналогич-
ный результат получен и СКМ MathCAD.  

 
Рисунок 4.5 — Пример получения неверного ре-

зультата в СКМ SciLab 

На рис. 4.6 и 4.7 показаны результаты поэтапного вы-
числения полиномов (4.27) и (4.28) в MS Excel 2007. При 
этом не только не получен правильный результат, но 
наглядно продемонстрировано, что для полинома (4.27) 
разброс неверных значений существенно зависит от после-
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довательности выполняемых вычислений, но при этом да-
же порядок результата весьма значительно отличается от 
правильного. 

В современной версии СКМ Mathematica 7 попытка 
вычисления полинома стандартным способом также дает 
те же результаты, которые были получены для версии 4 
практически 10 лет назад и представлены в работе [22]. 
Таким образом, проблема в общем случае остается  
нерешенной. 

Одним из способов получения правильного результата 
для примера Румпа является использование символьных 
вычислений. В данном контексте это означает, что в таком 
режиме СКМ при вычислении полинома представляет ве-
щественные числа не в традиционном формате с плаваю-
щей точкой, а в виде рациональных дробей. 

В СКМ MathCAD данное преобразование необходимо 
выполнять вручную, т. е. непосредственно при вводе фор-
мулы полинома с клавиатуры. В этом случае полином 
Румпа принимает следующий вид: 

 

 

6 2 2 2 6 4 8

6 2 2 2 6 4 8

33375 55: 11 121 2
100 10 2

1335 1111 121 2 .
4 2 2

xf y x x y y y y
y

xy x x y y y y
y

       

      
 

Для получения правильного результата вычисления 
необходимо проводить, используя символьный процессор 
MathCAD [27, с.139–143], обеспечивающий необходимую 
точность вычислений. Полученный результат в виде обык-
новенной дроби при ее численном вычислении дает, нако-
нец, искомое правильное значение  

  54767 0,827396059946821.
66192

f 
    



 179 Глава 4 

 
Рисунок 4.6 — Результаты вычисления классического 
(4.27) и сокращенного (4.28) полиномов Румпа (По-
лином 1 и Полином 2 соответственно) в MS Excel 

(для представления чисел в экспоненциальном фор-
мате установлено максимально возможное значение 

количества десятичных знаков, равное 30-ти) 

В СКМ Mathematica можно осуществить ввод рацио-
нальных дробей не только ручным способом, но и вос-
пользоваться функцией Rationalize[ ], которая возвращает 
аргумент, преобразованный в рациональную дробь. В ре-
зультате вычисления примера Румпа со всеми числами с 
плавающей точкой, преобразованными в обыкновенные 
дроби, СКМ Mathematica также позволяет получить пра-
вильное значение в виде дроби: 

  54767 .
66192

F    

Однако символьные вычисления не всегда позволяют 
решить вычислительную проблему типа полинома Румпа. 
Например, если бы в выражение Румпа входила функция, 
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возвращающая иррациональный результат (синус, лога-
рифм, радикал и др.), то ее преобразование к дробному ви-
ду гарантированно привело бы к погрешности и такая не-
фиксируемая потеря точности стала бы причиной получе-
ния неверного результата. 

 
Рисунок 4.7 — Результаты вычисления классического 
(4.27) и сокращенного (4.28) полиномов Румпа (Поли-
ном 1 и Полином 2 соответственно) в MS Excel (для 
наглядности представления чисел выбран числовой 

формат с количеством десятичных знаков 20): измене-
ние порядка операций существенно меняет значение 

результата при вычислении Полинома 1 

Еще одним способом получения правильного резуль-
тата является использование при вычислениях разрядно-
сти, существенно превышающей стандартную. Для приме-
ра Румпа это составляет минимум 122 двоичных разряда, 
т. е. 36 десятичных разрядов. 



 181 Глава 4 

Высокой эффективности вычислений при этом можно 
добиться, используя встроенные средства относительно 
низкоуровневого языка программирования. Традиционно 
для этих целей используется либо программирование на 
уровне ассемблера, отличающееся чрезвычайной трудоем-
костью и жесткой зависимостью от конкретной аппаратной 
платформы, либо принимается более компромиссное ре-
шение, заключающееся в использовании специальных 
библиотек для такого широко распространенного языка 
системного программирования как С++ [28]. Для платфор-
мы UNIX/Linux наиболее популярной является библиотека 
GMP (GNU Multiple-Precision Library) [29]. Для платформы 
MS Windows наиболее типичным примером является сво-
бодно распространяемый класс cBigNumber, который реа-
лизует целые числа неограниченной разрядности для С++ 
[30].  В нем предусмотрены все стандартные операции 
языка C++, включая арифметические, логические и бито-
вые операции, а также операции сравнения, сдвиги и др. 
Класс оптимизирован для работы с числами от 500 до 
20 000 двоичных разрядов. Испытания проведены для чи-
сел, содержащих до 12 000 000 двоичных разрядов [30].   

В отличие от С++ в большинстве более современных 
языков программирования для обеспечения вычислений 
повышенной точности стандартно поддерживаются целые 
числа произвольной длины. Например, в C# это обеспечи-
вается использованием типа System.Numerics.BigInteger, 
включенного в базовую библиотеку классов начиная с вер-
сии 4.0. В Java это обеспечивается с помощью клас-
сов BigInteger и BigDecimal. Еще одним типичным приме-
ром такого рода является Python (Питон) — объектно-
ориентированный язык сверхвысокого уровня. Целое в 
Питоне соответствует типу long. Длинное целое — это це-
лое бесконечной длины. С помощью таких чисел можно 
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производить вычисления неограниченной разрядности, 
этот тип эмулируется библиотекой, встроенной в интер-
претатор. 

Однако следует отметить, что использование всех пе-
речисленных программных средств оправдано лишь тогда, 
когда заведомо требуется оперировать с числами повы-
шенной разрядности. В случае примера Румпа эта необхо-
димость не столь очевидна и, более того, целесообразность 
более всестороннего исследования такого рода проблем 
требует использования более гибкого инструмента, кото-
рый, обладая меньшей вычислительной производительно-
стью, обеспечивал бы существенное повышение суммар-
ной производительности исследований. С этой точки зре-
ния, на сегодня практически оптимальным является выбор 
СКМ  Mathematica. 

В СКМ Mathematica начиная с версии 2.0 (в нынешнем 
виде — начиная с версии 3.0) используется два типа внут-
реннего представления вещественных чисел — числа с 
машинной точностью (mashine-precision numbers) и числа с 
произвольной точностью (abitrary-precision numbers). Чис-
ла с машинной точностью содержат фиксированное коли-
чество десятичных знаков, в типичном случае — 16, так 
что значение Precision для них всегда равно 16. В отличие 
от них числа с произвольной точностью могут содержать 
произвольное, практически сколь угодно большое число 
знаков, и значение Precision для них может быть любым. 
Операции над числами с машинной точностью выполня-
ются быстрее, чем для чисел с произвольной точностью, 
однако использование чисел с произвольной точностью 
позволяет получить практически сколь угодно точный ре-
зультат. В общем случае числа с произвольной точностью 
представляются в следующем формате [31]: 
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где Precision (общая точность) — общее количество деся-
тичных знаков в числе, Accuracy (точность дробной части) 
— количество  цифр после десятичной точки, Scale — ко-
личество цифр перед десятичной точкой, Guard digits — 
вспомогательные цифры для сохранения точности вычис-
лений. 

Для того чтобы обеспечить заданную точность вычис-
лений, необходима фиксация соответствующих парамет-
ров $MaxPrecision и $MinPrecision с помощью функции 
Block[] на время вычисления выражения. Для удобства 
можно написать собственную функцию, осуществляющую 
вычисление таким образом: 

  
Аргумент input — это вычисляемое выражение; digits 

— точность, которую необходимо зафиксировать (количе-
ство десятичных значащих цифр, которые может иметь 
число). Необходимо также, чтобы все числа, входящие в 
выражение, имели ту же фиксированную точность digits.  

Для исследования полинома Румпа его необходимо 
представить в форме, позволяющей задавать необходимую 
точность:  
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Для вычисления полинома Румпа с различными значе-
ниями точности в диапазоне, например, от 1 до 25, необхо-
димо сформировать следующее выражение: 

 
Полученный при этом результат будет представлен в 

виде следующего пакета данных: 

 
Проведенные исследования показали, что, начиная с 

определенного значения общей точности (в данном случае 
начиная уже с 18-ти десятичных цифр, т.е. при незначи-
тельном превышении двойной точности), мы получаем 
практически правильный результат, который на каждом 
последующем шаге лишь несколько уточняется. 

К сожалению, у данного метода тот же недостаток, что 
и у метода символьных вычислений: заранее неизвестна 
погрешность результата. В общем случае совершенно не-
ясно, до каких пор стоит увеличивать точность, чтобы по-
лучить правильный результат с необходимой точностью. 

Зависимость времени вычисления полинома Румпа от 
задаваемой точности в пакете Wolfram Mathematica 7 (в 
виде измеренных точечных значений для компьютера 
Apple MacBook с процессором класса  Intel Core 2 Duo — 
2 GHz), а также ее линейная аппроксимация приведены на 
рис. 4.8. Из рисунка видно, что исследуемая зависимость 
является практически линейной.  

В процессе исследований было также установлено, что 
резкое нарастание ошибки вычислений при недостаточной 
заданной разрядности имеет место не только для значений 
a = 77617 и b = 33096, но и для практически неограничен-



 185 Глава 4 

ного количества сочетаний значений исходных параметров 
в случае, если они соотносятся как a/b = 2,345… (рис. 4.9). 

 
Рисунок 4.8 — Зависимость времени вычисления 

функции Румпа (Т, секунд) от задаваемой фиксиро-
ванной точности (Р — Precision, количество деся-

тичных разрядов) 

Целым рядом авторов в контексте проблемы, связан-
ной с примером Румпа, в качестве своеобразной панацеи 
предлагается использование интервальной арифмети-
ки [23]. В этом случае для расчетов вместо «точечных» 
чисел используются так называемые интервалы — диа-
пазоны числовых значений, определенных левой/нижней 
и правой/верхней границами, что позволяет, как прави-
ло, решить целый ряд проблем, связанных с неточностью 
представления исходных данных и пр. (см. радел 3.3, а 
также [32]). 

В СКМ Mathematica 7 поддержка интервальной ариф-
метики реализована достаточно эффективно и просто. Для 



Глава 4 186 

того чтобы ею пользоваться, достаточно при расчетах за-
давать исходные значения в виде интервалов. При этом от-
вет также выдается в виде интервала, в котором должно 
находиться искомое правильное значение. Например, вы-
ражение Sin[Interval[{0, 0.1}]] дает в результате Interval[{0, 
0.0998334}]. 

 
Рисунок 4.9 — Резкое нарастание ошибки вычисле-
ния полинома Румпа (Comp(x,y)) при значениях ис-
ходных данных, приближающихся к соотношению 

a/b = 77617/33096 =2.345...   

Вычисление примера Румпа с использованием интер-
вальной арифметики осуществляется при помощи интер-
валов, имеющих ширину, обеспечивающую необходимую 
точность (такие числа представляются в виде набора 
Interval[SetPrecision[a, digits]]). Чтобы вычислить значение 
полинома Румпа с использованием интервальной арифме-
тики с точностью, например, в 20 цифр можно, воспользо-
ваться командой: 
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, 
где f — полином Румпа (4.27).  

С помощью интервальной арифметики можно с задан-
ной точностью получить интервал, в котором заведомо 
находится искомый точный результат, и определить мак-
симально возможную погрешность вычислений (определя-
ется из ширины интервала). Так, в частности, при заданной 
точности в 60 цифр был получен достаточно узкий интер-
вал, локализующий правильный результат вычисления по-
линома Румпа с точностью до 20-го десятичного знака по-
сле запятой: 

 
Зависимость ширины получаемого интервала от зада-

ваемой точности вычислений показана на рис. 4.10, где по 
оси ординат представлена ширина интервала, а по оси абс-
цисс — задаваемая точность (количество десятичных 
цифр). Ось ординат имеет логарифмический масштаб. 

В ходе исследований была также оценена зависимость 
времени вычислений с использованием интервальной 
арифметики от точности в СКМ Wolfram Mathematica 7. 
Эта зависимость приведена на рис. 4.11 в виде измеренных 
точечных значений (компьютер Apple MacBook с процес-
сором класса Intel Core 2 Duo — 2 GHz) и аппроксимации 
результатов функцией 3 .y a x   

Таким образом, использование традиционных интер-
вальных вычислений также позволяет получить правиль-
ный результат в случае вычисления полинома Румпа, но 
при этом требуются существенно повышенная разрядность 
вычислений (примерно в 2 раза) и значительно увеличен-
ные затраты времени (более чем на порядок). 
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Рисунок 4.10 — Зависимость ошибки (итоговая ширина 
интервала) от точности (значение Precision, разрядов) 
при использовании интервальной арифметики для вы-

числения полинома Румпа 

 
Рисунок 4.11 — Зависимость времени вычисления поли-

нома Румпа (Т, секунд) от задаваемой фиксированной 
точности (Р — Precision, количество десятичных разря-

дов) при использовании интервальной арифметики 
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4.5. Постбинарные вычисления 
и преодоление ограничений разрядности 
Полином Румпа является всего лишь моделью, демон-

стрирующей тот печальный факт, что современные вычис-
ления весьма уязвимы и практически полностью не защи-
щены от появления такого рода грубейших ошибок, рис-
кующих остаться в большинстве случаев просто незаме-
ченными вплоть до момента катастрофического проявле-
ния некорректных результатов вычислений. Другие при-
меры такого рода приведены и в работах [33–35]. Самое 
тревожное во всем этом то, что вероятность таких ошибок 
пока еще растет практически прямо пропорционально ро-
сту вычислительных мощностей современных компьютер-
ных систем. 

Как показали исследования, корректный результат в 
такого рода ситуациях может быть получен как минимум 
одним из 3-х следующих способов: 

 увеличением разрядности до требуемого для кор-
ректных вычислений значения (для полинома Румпа в за-
висимости от способа вычислений это должна быть или 
учетверенная или превышающая ее точность). 

 вычислением отдельно числителя и знаменателя с 
получением результата их деления только на самом по-
следнем шаге; 

 использованием интервальных вычислений. 
Однако вычислительная производительность при ис-

пользовании перечисленных способов на современных 
компьютерных системах в среднем в разы ниже, чем при 
выполнении обычных вычислений, ввиду преимуществен-
но программной их реализации. Поэтому требуется поиск 
кардинально новых решений, позволяющих без суще-
ственного падения производительности добиться доста-
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точно надежного и эффективного контроля за корректно-
стью вычислений. Наиболее перспективным направлением 
при этом представляется разработка и реализация постби-
нарных методов вычислений, основанных на постбинар-
ном представлении количественных значений [14, 16]. 

Следует отметить, что и в рамках традиционных вы-
числений уже делались достаточно успешные попытки 
преодоления проблем, связанных с ограничением разряд-
ности традиционных компьютерных вычислений. Напри-
мер, разрабатывавшиеся под руководством академика 
В.М. Глушкова в 1961–1981 гг. в Институте кибернетики 
НАН Украины ЭВМ серии МИР (серийный выпуск с 
1965 года, всего выпущено свыше 3-х тысяч) обеспечивали 
достаточно эффективную реализацию работы с веще-
ственными числами произвольной разрядности и целыми 
числами неограниченной разрядности. Кроме этого, была 
реализована поддержка точных операций над дробными 
рациональными числами и др. Компьютеры серии МИР, не 
имевшие аналогов в мире, патентно чистые и защищенные 
многочисленными авторскими свидетельствами СССР и 
других стран, были отмечены в 1968 году Государственной 
премией СССР. Это был первый случай в стране, когда та-
кого рода наградой была отмечена  работа в области вы-
числительной техники. Но существенного продолжения в 
дальнейшем эти разработки не получили. Одной из причин 
было то, что такого рода проекты существенно опережали 
свое время и плохо вписывались в парадигму традицион-
ных бинарных вычислений. 

В настоящее время уже созрели все предпосылки для 
существенной модификации всей системы компьютерных 
вычислений с целью повышения ее надежности и адекват-
ности современным требованиям.  
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В современных условиях речь может идти о дальней-
шем развитии как логической, так и вычислительной со-
ставляющей современного компьютинга [14]. Особо акту-
альной представляется при этом задача такой модифика-
ции вычислений с плавающей запятой, которая позволила 
бы исключить рассмотренные выше ситуации. Наиболее 
перспективный вариант модификации — расширение су-
ществующих стандартных форматов представления чисел 
с плавающей запятой и алгоритмов работы с ними путем 
введения следующих изменений: 

1. Для обеспечения совместного гибкого использова-
ния различных форматов чисел с плавающей запятой, кро-
ме стандартных полей мантиссы и порядка со знаками, 
вводится поле идентификатора формата, для которого в 
стандартных форматах могут быть задействованы части 
младших разрядов мантиссы (рис. 4.12) и которое в об-
щем случае состоит из кода и модификатора формата 
(таблицы 4.1 и 4.2). 

2. Идентификаторы формата определяют разрядность 
и форму представления чисел с плавающей запятой в диа-
пазоне от 16-ти двоичных разрядов (binary16) до неопреде-
ленно больших значений. При этом вплоть до разрядности 
128 (binary128) обеспечивается совместимость с суще-
ствующими форматами (таблица 4.1), а начиная с раз-
рядности  binary256 обеспечивается последовательное 
удвоение разрядности формата по мере необходимости 
с соблюдением следующих  правил роста разрядности от-
дельных элементов формата (при каждом удвоении):   код 
и модификатор формата увеличиваются в совокупности на 
2 разряда, порядок (экспонента) — на 4 разряда, под ман-
тиссу используются все оставшиеся разряды формата, что 
обеспечит постепенное увеличение удельной разрядности 
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мантиссы по мере роста совокупной разрядности пред-
ставления чисел. 

3. Кроме традиционного бинарного (точечного) пред-
ставления численных значений, дополнительно вводятся 
«парные форматы», в которых путем удвоения каждого 
из разрядов в виде единого «постбинарного значения» 
представляются пары традиционных точечных значений, 
интерпретируемые либо как числитель и знаменатель 
обыкновенной дроби, либо как граничные значения 
интервалов (для поддержки интервальных вычислений). 

4. В качестве основного постбинарного формата 
рассматривается тетракод [14], на базе которого может 
быть реализовано представление «нормированных интер-
валов» (равных весовым коэффициентам двоичных разря-
дов) и своеобразное маскирование реально значимых раз-
рядов (за счет использования значения «неопределенно-
сти» для разрядов не заданных и не полученных в явном 
виде, а появившихся, например, в результате дополнения 
разрядности числа до стандартной или при выравнивании 
порядков). 

5. В алгоритмы выполнения арифметических опера-
ций вносятся такие изменения, которые позволят автома-
тически наращивать (и сокращать) разрядность по  
мере необходимости, что позволит реализовать арифме-
тику «без округлений», а, следовательно, и без потери  
точности. 

6. Основаниями для изменения разрядности могут 
быть как возрастание требуемой разрядности мантиссы 
(например, при умножениях и возведениях в степень), так 
и возрастание требуемой разрядности порядка, что позво-
лит исключить такие характерные для вычислений с пла-
вающей запятой явления как исчезновение и переполнение 
порядка. 
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Таблица 4.1 — Предлагаемая последовательность форматов 
чисел с плавающей запятой: жирным шрифтом выделены фор-
маты стандарта IEEE 754:2008, в столбце «Разрядность мантис-
сы» вторые строки представляют модифицированную разряд-
ность мантиссы с учетом бит, выделяемых для модификатора и 
кода формата 

Формат 
 

Код фор-
мата CF 

Точность 

Разрядность ман-
тиссы со знаком 
(модифициро-

ванная мантисса 
+ код CF и мо-
дификатор MF 

формата) 

Разряд-
ность 

порядка 

Смеще-
ние по-
рядка 

pbinary16* 

– 

Half 
(половинная 

точность) 

11 
(10+0+0)* 

5 +16 

pbinary32 
0 

Single 
(одинарная 
точность) 

24 
(22+1+1) 

8 +127 

pbinary64 
01 

Double 
(двойная  
точность) 

53 
(49+2+2) 

11 +1023 

pbinary128 
011 

Quadruple 
(квадро-  
точность 

113 
(105+3+5) 

15 +16383 

pbinary256 
0111 

Octuple 
(октоточ-

ность) 

236 
(220+4+12) 

20 +524287 

* — формат pbinary16 используется только как часть формата 
pbinary32, в котором он занимает 15-разрядное поле (формат binary16 
без младшего разряда мантиссы). 

Соответствующая модификация форматов, алгоритмов 
и арифметико-логических устройств позволит существен-
но повысить надежность вычислений в целом, в том числе 
в случаях, аналогичных примеру Румпа. 
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Рисунок 4.12 — Предлагаемая модификация форма-

та чисел с плавающей запятой (на примере числа 
половинной точности): слева – традиционное пред-
ставление, справа – формат с поддержкой постби-
нарного кодирования, содержащий на месте млад-

ших разрядов мантиссы код формата  

Детальный анализ основных проблем, связанных с 
традиционными вычислениями с плавающей запятой, при-
веден в фундаментальном издании «Искусство программи-
рования» Дональда Кнута [36]. В частности, он отмечает 
следующее: «Вычисления над числами в формате с плава-
ющей точкой неточны по самой своей природе, и про-
граммисту нетрудно столь неудачно организовать их вы-
полнение, что полученные результаты будут почти полно-
стью состоять из «шума». Одна из главных проблем чис-
ленного анализа состоит в анализе точности результатов 
тех или иных численных методов; сюда же относится и 
проблема «степени доверия»: мы не знаем, насколько пра-
вильны результаты вычислений на компьютере… Многие 
из серьезных математиков пытались строго проанализиро-
вать последовательность операций с плавающей точкой, 
но, обнаружив, что задача слишком сложна, удовлетворя-
лись правдоподобными рассуждениями» [36, c.265]. Слова 
эти, впервые написанные достаточно давно, актуальны и в 
настоящее время. Проведенное в современных условиях 
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исследование примера Румпа весьма наглядное тому под-
тверждение.  

С другой стороны, возможности формального доказа-
тельства корректности получаемых результатов также 
имеют тенденцию к резкому сужению, о чем профессор 
факультета математики Лондонского королевского колле-
джа Брайан Дэвис в своей довольно резонансной статье 
«Куда идет математика?» [37] пишет следующее: «Буду-
щее чистой математики должно разительно отличаться от 
ее прошлого. В 1875 году любой грамотный математик мог 
полностью усвоить доказательства всех существовавших 
на тот период теорем за несколько месяцев. В 1975 году, за 
год до того как была доказана теорема о четырех цветах, 
об этом уже не могло быть и речи, однако отдельные ма-
тематики еще могли теоретически разобраться с доказа-
тельством любой известной теоремы. К 2075 году многие 
области чистой математики будут построены на использо-
вании теорем, доказательства которых не сможет полно-
стью понять ни один из живущих на Земле математиков — 
ни в одиночку, ни коллективными усилиями» (цитируется 
по работе [38]). А это фактически означает, что в условиях 
широкого распространения сугубо компьютерных методов 
не только для сложных и сверхсложных вычислений, но и 
для математических доказательств различного уровня 
сложности требования к уровню достоверности вычисли-
тельных процессов существенно возрастают.  

В. М. Юровицкий в своих выводах еще более катего-
ричен: «Цивилизационное развитие уже упирается в барь-
ер нынешнего понятия числа (рационального числа). Зада-
чей номер 1 является создание новой концепции числа и 
методов его обработки. Это будет величайший историко-
цивилизационный поворот, переход в новую числовую 
эпоху. Такой переход будет не менее значим, чем переход 
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от римской системы счисления к арабской, создавшей базу 
промышленной революции, чем переход от ручного счета 
к компьютерному» [39]. Но концепция так называемых 
метрологических чисел, предлагаемая В.М. Юровицким, 
являясь шагом в правильном направлении, в современных 
условиях не может рассматриваться в качестве достаточ-
ного и окончательного решения.  

Речь должна идти о переходе к постбинараным вычис-
лениям в самом широком контексте: начиная от постби-
нарной компьютерной логики [14] и заканчивая суще-
ственным расширением форм и форматов компьютерного 
представления чисел, на базе чего должен в конечном сче-
те сформироваться постбинарный компьютинг, включа-
ющий существующие сегодня формы компьютинга лишь в 
качестве частного случая.  

4.6. Реализация постбинарных форматов  
чисел с плавающей запятой 
В современных условиях в качестве одного из реше-

ний проблем, связанных с форматом представления чисел 
с плавающей запятой, может выступать дальнейшее разви-
тие как логической, так и вычислительной составляющей 
современного компьютинга [14]. В работе [40] были пред-
ложены способы для преодоления проблем, связанных с 
ограничением разрядности чисел, поскольку использова-
ние при вычислениях разрядности, существенно превы-
шающей стандартную, приводит к получению правильных 
результатов. К таким способам можно отнести операции, 
приводящие к увеличению (или выравниванию) разрядно-
сти во избежание переполнения порядка результата и вы-
полнения корректных вычислений, выполнение отложен-
ного деления (числитель и знаменатель вычисляются от-
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дельно, а деление откладывается на заключительный этап 
вычислений), а также использование интервальных вычис-
лений (см. главу 3, а также [32, 41]).  

Реализация подобных операций была заложена в раз-
работку постбинарных методов вычислений, основанных 
на постбинарном представлении количественных значений 
[14, 16]. Поэтому на основании форматов чисел различной 
точности стандарта IEEE 754–2008 было предложено  
пять постбинарных форматов, общая схема полей которых 
представлена на рис. 4.13, а размерность полей —  
в таблице 4.2.  

Для обеспечения совместного гибкого использования 
различных форматов чисел с плавающей запятой вводится 
поле идентификатора формата, для которого в стандарт-
ных форматах может быть задействована часть младших 
разрядов мантиссы M и которое в общем случае состоит из 
кода (определителя формата числа) CF и модификатора 
MF формата. Мантисса, уступившая часть младших разря-
дов для значений полей CF и MF, становится модифициро-
ванной Mm. По значениям поля MF формат числа уточня-
ется и может быть представлен как «парный формат», в 
котором путем удвоения каждого из разрядов в виде еди-
ного «постбинарного значения» представляются пары чи-
сел, интерпретируемые либо как числитель и знаменатель 
обыкновенной дроби, либо как граничные значения интер-
валов (для поддержки интервальных вычислений) [40]. 

На основании разработанных форматов представления 
вещественных чисел средствами языка VHDL [42] описана 
модель устройства, выполняющего преобразование чисел в 
условный постбинарный тип данных (одно значение сфор-
мированного тетракода (см. раздел 1.7) условно кодирует-
ся одним двоичным разрядом) с дальнейшим использова-
нием полученного формата в интервальных вычислениях. 
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Фактически разработан алгоритм преобразования одного 
постбинарного числа, которое, в конечном счете, пред-
ставляет собой значения границ интервала. Структура мо-
дели представлена на рис. 4.14. 

S М CFm МF
0n - 1

E

pbinary16 … pbinary256

 
Рисунок 4.13 — Предлагаемые варианты модифи-
цированных форматов чисел с плавающей запятой 

(S, Е, Mm — знак, порядок и мантисса числа, MF, CF 
— модификатор и формат числа, (n – 1) — номер 

старшего бита формата) 

Таблица 4.2 — Разрядность полей постбинарных форматов 
чисел (в скобках возле количества разрядов модифицированной 
мантиссы Mm приведено количество разрядов традиционной 
мантиссы М числа соответствующей точности) 

Формат 
Количество двоичных разрядов полей формата 

n S E Mm (M) MF CF 
pbinary16 16 1 5 10 (10) 0 0 
pbinary32 32 1 8 21 (23) 1 1 
pbinary64 64 1 11 48 (52) 2 2 
pbinary128 128 1 15 104 (112) 5 3 
pbinary256 256 1 20 219 (235) 12 4 

Рассмотрим работу модели. Пусть на входную 32-
разрядную шину inDATA поступило, например, двоичное 
значение десятичной дроби 0,123456789. Однако данное 
число не может быть точно представлено в формате оди-
нарной точности (Single), соответствующего стандарту 
IEEE 754–2008, и после обратного преобразования в деся-
тичный формат, в окне Windows будет возвращено число 
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0,1234568 (по результатам работы программы IEEE 754 
v.1.00 [43]), а действительное представление полученного 
числа будет следующим: +0,12345679104328155517578125. 

 Рисунок 4.14 — Схема преобразователя (dt_converter (1) – блок 
преобразования входного вещественного числа в постбинарное, 

ALU (2) – арифметико-логическое устройство, 
random_generator (3 и 4) – генераторы псевдослучайных чисел, 
TI_converter (5) – блок разложения постбинарного числа на гра-

ницы интервала) 

Полученное число несет в себе ошибку точности пред-
ставления вещественного числа формата Single. Во избе-
жание такого рода ошибок в блоке dt_converter происходит 
преобразование бинарного числа в постбинарное, в кото-
ром каждый бит заменяется значением тетракода, отобра-
жающего одно из четырех состояний тетралогики: логиче-
ские ноль и единица, состояния множественности (много-
значности) и неопределенности (см. раздел 1.2). Значения 
множественности заносятся в те разряды мантиссы, начи-
ная с которых возникает возможная ошибка округления 
(номер бита, с которого начинаются разряды множествен-
ности, и количество таких разрядов поступают на соответ-
ствующие входы inNumber и inCount блока dt_converter). 
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Младшие разряды, начиная от последнего разряда множе-
ственности, заполняются значениями неопределенности, 
поскольку уже не являются значащими. Так, двоичное 
представление числа 0,123456789 в 32-разрядном формате 
с плавающей запятой выглядит следующим образом (зна-
чение на шине inDATA):  

0  01111011  11111001101011011101010. 
После обработки в блоке dt_converter на шину outDT 

поступает постбинарное число, которое имеет следующий 
вид: 0  01111011  11111001101011011MMAAAA. 

В блоке TI_converter происходит разбиение получен-
ного постбинарного числа на два бинарных, представляю-
щих собой границы интервального результирующего чис-
ла. Процедура перехода постбинарного числа в интерваль-
ное происходит по принципу, описанному в разделе 4.3 (а 
также в [16]). При этом все разряды множественности за-
меняются либо двоичным «0» для формирования левой 
(нижней) границы интервала, либо двоичной «1» для фор-
мирования правой (верхней) границы интервала. Значения 
неопределенности для каждой границы заполняются слу-
чайными двоичными значениями, которые формируются в 
соответствующих генераторах псевдослучайных чисел. 
Полученные значения границ интервала поступают на со-
ответствующие 32-разрядные выходные шины outLow и 
outHight.  

На рис. 4.15 представлена временная диаграмма рабо-
ты модели данного устройства, из которой видны все про-
межуточные значения и значения результирующего интер-
вала (подчеркнутые поля чисел могут быть заполнены слу-
чайным набором двоичных значений):   

[0  01111011  11111001101011011001111;  
  0  01111011  11111001101011011110111]. 
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        Преобразовав данный интервал в 10 с/с, получим сле-
дующую пару значений: [0.1234566, 0.1234569], представ-
ляющих собой границы интервала, имеющего достаточно 
узкую ширину wid = 2,458692  10–7. 

При этом выполняется следующее условие: 
  0,123456789  [0.1234566, 0.1234569],  

свидетельствующее о том, что полученный интервал пред-
ставляет исходное число, являющееся элементом множе-
ства R действительных чисел, на множестве I(R) интер-
вальных чисел. 

4.7. Способы представления  
вещественных чисел в постбинарных форматах 
В разделе 4.9 (а также в работе [40]) был предложен 

ряд способов для преодоления проблем, связанных с огра-
ничением разрядности чисел, поскольку использование 
при вычислениях разрядности, существенно превышаю-
щей стандартную, является одним из способов получения 
правильных результатов. Все эти способы в совокупности 
позволяют в процессе вычислений выполнять следующие 
операции: 

– увеличение (или выравнивание) разрядности во 
избежание переполнения разрядов результата и выполне-
ния корректных вычислений; 

– выполнение так называемого отложенного деления, 
когда отдельно вычисляются числитель и знаменатель, а 
деление производится на последнем шаге вычисления; 

– использование интервальных вычислений. 
В рамках реализации вышеперечисленных операций 

возможно достижение достаточно надежного и эффектив-
ного контроля за корректностью вычислений. Сами же 
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операции можно эффективно использовать при разработке 
и реализации постбинарных методов вычислений, осно-
ванных на постбинарном представлении количественных 
значений [14, 16]. Однако введение данных операций в 
постбинарный вычислительный процесс невозможно без 
незначительных модификаций самих форматов чисел с 
плавающей запятой. Поэтому на основании форматов чи-
сел (binary32, binary64, binary128) стандарта IEEE754-2008 
было предложено 5 модифицированных (постбинарных) 
форматов чисел различной точности (рис. 4.16): от оди-
нарной (pbinary32) до увеличенной в 8 раз по сравнению со 
стандартной (pbinary256).  

 
Рисунок 4.16 — Структура числа в формате binaryΩ 
и в эквивалентном ему формате pbinaryΩ (Ω — ко-
личество разрядов формата числа, S — знак, EΩ — 
смещенная экспонента, MΩ и Mm

Ω — остаток ман-
тиссы соответствующих форматов, MFΩ — модифи-

катор формата, CFΩ — код формата)  

В предложенных постбинарных форматах поле ман-
тиссы числа претерпело модификацию путем выделения 



Глава 4 204 

необходимого количества бит для идентификатора фор-
мата (поле idΩ), состоящего из модификатора MF (внут-
ренняя модификация формата pbinaryΩ) и кода формата 
CF (признак принадлежности к формату pbinaryΩ).  

Формирование кода идентификатора формата CFΩ 
определено таким образом (см. табл. 4.4), что по положе-
нию младшего нуля относительно указателя p на началь-
ный (первый младший) бит числа можно точно определить 
как сам формат числа pbinaryΩ, так и его границы в диапа-
зоне [p + Ω –1: p]. 

В то же время в зависимости от модификатора MFΩ, 
формат pbinaryΩ может содержать в себе другие подфор-
маты представления данных. Для таких форматов приняты 
обозначения в виде pbinaryΩ/, где  — точность фор-
мата, в 2 (для   {f, i, p}) или 4 (для   {fp, ip}) раза 
меньшая Ω и показывающая формат составной части чи-
сел, заключенных в определяемую разрядность Ω;  — 
указатель типа числа с плавающей запятой (представлены 
следующие типы: f — дробное число, i — интервальное, р 
— постбинарное) или типа постбинарного числа (пред-
ставлены fр — постбинарное дробное и iр — постбинарное 
интервальное). В таблицах 4.3 и 4.4 приведены все разра-
ботанные модификации форматов чисел различной точно-
сти в зависимости от значения модификатора MFΩ. 

Рассмотрим структуру, особенности формирования и 
назначение каждой из представленных модификаций пост-
бинарного формата pbinaryΩ (в качестве примера на 
рис. 4.17 представлены все модификации формата 
pbinary128):  

  pbinaryΩ — фактически число формата binaryΩ, 
имеющее модифицированную (уменьшенную на idΩ разря-
дов) мантиссу. Для постбинарного формата pbinaryΩ спра-
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ведливы следующие соотношения, связанные с определе-
нием количества разрядов полей после модификации: 

id
16


  — разрядность идентификатора формата; 

2 2cf log id log
16 


   — разрядность кода формата; 

2mf id cf log
16 16  
 

     — разрядность модифи-

катора формата;  
mp m id     — разрядность модифицированной 

мантиссы. 

Таблица 4.3 — Предлагаемые модификации формата  
                                  pbinaryΩ (при Ω = 32 и Ω = 64) 

Модификатор 
MF[1:0] pbinary32 MF[0] pbinary64 MF[1:0] 

00 pbinary32 pbinary64 
01 pbinary32/16p pbinary64/32f 
10  pbinary64/32i 
11 pbinary64/32p 

Таблица 4.4 — Предлагаемые модификации формата 
                                  pbinaryΩ (при Ω = 128 и Ω = 256) 

Модификатор 
MF[11:0] pbinary128 MF[4:0] pbinary256 MF[11:0] 

0000 … 0000 pbinary128 pbinary256 
0000 … 0001 pbinary128/64f pbinary256/128f 
0000 … 0010 pbinary128/64i pbinary256/128i 
0000 … 0011 pbinary128/64p pbinary256/128p 
0000 … 0100 pbinary128/32fp pbinary256/64fp 
0000 … 0101 pbinary128/32ip pbinary256/64ip 

… резерв резерв 



Глава 4 206 

Таблица 4.5 — Разрядность pbinaryΩ  
                                  с указанием значения кода формата 

Ω CFΩ s nΩ mpΩ idΩ mfΩ cfΩ 

32   0 1 8 21 2 1 1 

64   01 1 11 48 4 2 2 

128   011 1 15 104 8 5 3 

256   0111 1 20 219 16 12 4 

 
Поля знака (S) и смещенной экспоненты (EΩ) перено-

сятся в модифицированный формат без изменения. В таб-
лице 4.5 показаны разрядности форматов pbinaryΩ по от-
ношению к binaryΩ. 

Каждое число, представленное в формате pbinaryΩ, 
имеет знаковый бит S (рис. 4.16): S = 0 для положительно-
го и S = 1 для отрицательного числа. Значение смещенной 
экспоненты EΩ формируется следующим образом:  

  2 2E exp offset ,                (4.29) 

где exp2 — значение экспоненты двоичной дроби в 
нормализованном экспоненциальном виде, offset — задан-
ное смещение экспоненты в Ω-битном формате: 

(n 1)
10 2 10 2offset 2 1 offset (offset ) .    

 
В поле MΩ записывается остаток мантиссы двоичного 

нормализованного числа с плавающей точкой (отброшена 
старшая 1 от нормализованного двоичного числа вида 

21, xx...x exp  ). В формате полей pbinaryΩ область норма-
лизованных чисел лежит в пределах: S = x (любое значе-
ние); EΩ = 000…01  111…10; mM = 000…00  111…11. 
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S E64

pbinary128/64f

E64
denomМ64

numnum М64
denom MF128 CF128

1 11 48 11 48 5 3
116 02378

CF128 = 011МF128 = 00001

55566668115126127

numerator denominator

x
67

S E64

pbinary128/64i

E64М64
m М64

m MF128 CF128

1 11 48 11 48 5 3
116 02378

CF128 = 011МF128 = 00010

55566668115126127 67

S E64

pbinary128/64p

p М64 MF128 CF128

2 22 96 5 3
104 02378

CF128 = 011МF128 = 00011

103125127

S

1

left border right border

p

pbinary64р

126

p

S E32

pbinary128/32fp

E32
p-denomМ32

p-num М32 MF128 CF128

2 16 42 16 42 5 3
110 02378

CF128 = 011МF128 = 00100

49506568109125127

numerator denominator

xx
66

S E32

pbinary128/32ip

E32М32
p М32

p MF128 CF128

2 16 42 16 42 5 3
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CF128 = 011МF128 = 00101

49506568109125127 67
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66
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pbinary128

М128
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1 15 104 5 3
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CF128 = 011МF128 = 00000

111126127

 

Рисунок 4.17 — Модификации формата pbinary64 
(numerator – числитель дроби; denominator – знаме-
натель дроби; left border – левая граница интервала; 

right border – правая граница интервала) 
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Таким образом, для формата pbinaryΩ справедливы 
следующие соотношения: 

– двоичное нормализованное число dn: 
  2(E offset )S m

2( 1) 1,M exp ;dn  
                (4.30) 

– десятичное нормализованное число xn: 

      
1010

m
E offsetS 10

mp

M
( 1) 2 1 ;

2
xn 




 
     
 
 

           (4.31) 

– абсолютная максимально возможная погрешность 
max представления числа равна половине шага числа, т. е. 
половине величины наименьшего разряда: 

    1010E offset mp 1
max 2 ;                  (4.32) 

– относительная максимально возможная погрешность 
Nmax представления нормализованного числа: 

   Nmax mp m

10

1 100%.
2 M



  


            (4.33) 

Аналогично binaryΩ, формат pbinaryΩ имеет ряд ис-
ключительных чисел, к которым нельзя применять форму-
лы (4.30–4.33): 

1) Положительный и отрицательный ноль: +0 (S = 0; 
EΩ = 0; mM = 0) и –0 (S = 1; EΩ = 0; mM = 0). Большинство 
программных средств эти нули не различает (поскольку в 
этом нет необходимости), считая их просто нулевыми зна-
чениями. 

2) Положительная и отрицательная бесконечности 
(+Infinity, – Infinity): +∞ (S = 0; EΩ = 111…11; mM = 0) и –∞ 
(S = 1; EΩ = 111…11; mM = 0). Это числа, которые больше 
границ диапазона представления чисел.  
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3) Не числа — NаN (No a Numbers), к которым отно-
сятся символы, или результаты недопустимых операций. 
При EΩ = 111…11 и mM  — любое ненулевое значение, 
различают +NаN (S = 1) и –NаN (S = 0). 

4) Ненормализованные числа — числа, мантиссы ко-
торых лежат в диапазоне 0,1  mM  < 1. Ненормализован-
ные числа находятся ближе к нулю, чем нормализованные, 
и разбивают минимальный разряд нормализованного числа 
на некоторое подмножество. Для ненормализованных чи-
сел справедливы следующие равенства: 

– двоичное ненормализованное число dd: 
  2offsetS m

2( 1) 0, M exp ;dd 
               (4.34) 

– десятичное ненормализованное число xd: 

     
10

m
1 offsetS 10

mp

M
( 1) 2 ;

2
xd



                (4.35) 

– относительная максимально возможная погрешность 
Dmax представления ненормализованного числа: 

  
 Dmax m

10

1 100%;
2 M

  


            (4.36) 

Формула (4) справедлива также для ненормализован-
ных чисел.  

На рис. 4.18 представлено отображение чисел форма-
тов binaryΩ и pbinaryΩ на числовой оси. 

Совокупности полей Norm и Denorm 
([ pb

maxxn ; pb
minxd ][ pb

minxd ; pb
maxxn ]) являются диапазоном 

представления положительных или отрицательных чисел 
формата pbinaryΩ на всей числовой оси. Используя соот-
ношения (4.31) и (4.35), можно получить десятичные зна-
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чения модулей минимальной pb
minxd  (значение по модулю 

наименьшего ненормализованного числа) и максимальной 
pb
maxxn  (значение по модулю наибольшего нормализованно-

го числа) границ диапазона представления чисел в формате 
pbinaryΩ (табл. 4.6, 4.7). Модификация (т. е. уменьшение 
разрядности) мантиссы постбинарного формата приводит 
прежде всего к сужению диапазона представления близких 
к нулю чисел (область ненормализованных чисел) по от-
ношению к эквивалентному двоичному формату binaryΩ. 
Используя формулы (4.35, 4.31), получим абсолютные по-
грешности границ диапазона представления чисел по от-
ношению к формату binaryΩ ( maxxn , maxxd  и minxd  — зна-
чения модулей соответствующих границ диапазона чисел 
формата binaryΩ): 

– абсолютная погрешность представления минималь-
ного (минимального ненормализованного) Ω-разрядного 
числа: 

     101 offset mp idpb
min min min 2 1 2 ;d xd xd             (4.37) 

– абсолютная погрешность представления максималь-
ного (максимального нормализованного) Ω-разрядного 
числа:  

     10offset mp idpb
max max max 2 1 2 .n xn xn              (4.38) 

Абсолютная погрешность представления максималь-
ного ненормализованного Ω-разрядного числа maxd  соот-
ветствует формуле (4.37), следовательно max mind d   . По-
следнее равенство можно объяснить тем, что разница в 
представлении ненормализованных чисел pbinaryΩ и 
binaryΩ обусловлена одинаковой погрешностью представ-
ления значений мантисс постбинарного и бинарного фор-
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матов (все ненормализованные числа имеют нулевое зна-
чение порядка) на протяжении всего диапазона Denorm. 
Таким образом,  

pb pb
min max min min max max

id id
min min max min min max

; ;

; 2 ; 2 .

xd xd xd d xd d

xd d xd d xd xd 

           
           

 (4.39) 

Равенство (4.39) показывает, что модуль минимально-
го ненормализованного числа формата pbinaryΩ больше 
модуля аналогичного числа формата binaryΩ в id2   раза, и 
наоборот, модуль максимального ненормализованного 
числа формата pbinaryΩ меньше модуля аналогичного 
числа формата binaryΩ в id2   раза. Таким образом, диапа-
зон Denorm формата pbinaryΩ уже соответствующего 
диапазона формата binaryΩ в id 12   раза. 

Отношение максимальных границ диапазона нормали-
зованных чисел для форматов pbinaryΩ и binaryΩ близко к 
единице, однако следует учитывать величину абсолютной 
погрешности представления числа в постбинарном и би-
нарном форматах. Десятичное значение минимального 
нормализованного числа pbinaryΩ соответствует анало-
гичному числу binaryΩ ( pb

min minxn xn   , min 0n  ), по-
скольку в формировании этих чисел участвуют только зна-
чения полей знака и порядка, которые идентичны в соот-
ветствующих постбинарных и бинарных форматах 
(рис. 4.16). Таким образом,  

  pb pb
min max min max max, ,xn xn xn xn n           

  
(mp 1) id

min max(mp 1)

2 1, .
2 1

xn xn
 



  

 

 
   

            (4.40) 
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Рассмотрим функцию 
( 1)

( 1)

2 1( , )
2 1

a b

af a b
  

 





. Имеем 

lim ( , ) 1
a

f a b


 , откуда следует, что ( , ) 1f a b   при возрас-

тающем аргументе а. Соответственно, для значений mpΩ и 
idΩ представленных форматов справедливо соотношение  

  
(mp 1) id

(mp 1)
2 1 1,

2 1

 



  

 





              (4.41) 

причем данное приближенное равенство стремится к 
строгому равенству при возрастании значения mpΩ. 

Исходя из (4.41), выражение (4.40) можно записать в 
виде 

  
pb pb
min max min max, ,xn xn xn xn          

  
pb pb
min max min max, , .xn xn xn xn                    (4.42) 

Десятичные значения максимальных и минимальных 
чисел формата pbinaryΩ, их абсолютной погрешности по 
отношению к формату binaryΩ представлены в табли-
цах 4.6 и 4.7. 

  pbinaryΩ/f — дробное Ω-разрядное число, состо-
ящее из числителя (numerator), знаменателя (denominator) 
-разрядной точности (т. е. двух чисел формата pbinary) 
и общего знака для дроби. Значения Ω и  связаны следу-
ющим соотношением:  = Ω/2 при Ω = {64, 128, 256, …}. 

Пусть a и b — числа формата binary, т. е. фактически 
числа стандарта IEEE 754, над которыми нужно выполнить 
операцию деления a/b.  

В ряде случаев, обусловленных прежде всего сложно-
стью общего цикла вычислений, данную операцию можно 
отложить, т. е. сохранить результат в виде дроби a/b до за-
ключительного этапа вычислений. 
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Таблица 4.6 — Значения границ диапазона ненормализо-
ванных чисел (Denorm) формата pbinaryΩ (в скобках указаны 
значения абсолютной погрешности представления чисел в сопо-
ставлении со стандартным форматом Ω-разрядной точности) 

 pb
min min( )xd d  pb

maxxd  

32 
147 452 5,60519386 10    

 45( 4, 204 10 )   

126 21

38

2 (1 2 )
1,17549379 10

 



   

  
 

64 
1070 3232 7,90505033 10    

 323( 7,411 10 )   

1022 48

308

2 (1 2 )
2, 22507386 10

 



   

  
 

128 
16486 49632 1,65764483 10    

 4963( 1,651 )e   

16382 104

4932

2 (1 2 )
3,36210314 10

 



   

  
 

256 
524505 1578922 1,8286336 10    

 157892( 1,829 10 )   

524286 219

157826

2 (1 2 )
1,54061213 10

 



   

  
 

Таблица 4.7 — Значения границ диапазона нормализован-
ных чисел (Norm) формата pbinaryΩ (в скобках указаны значе-
ния абсолютной погрешности представления чисел в сопостав-
лении со стандартным форматом Ω-разрядной точности) 

 pb
minxn  pb

max max( )xn n  

32 
126

38

2
1,17549379 10





 

  
 

127 21 382 (2 2 ) 3, 40282286 10     
 31( 6,085 10 )   

64 
1022

308

2
2, 22507386 10





 

  
 

1023 48 3082 (2 2 ) 1,79769313 10     
 293( 2,994 10 )   

128 
16382

4932

2
3,36210314 10





 

  
 

16383 104 49322 (2 2 ) 1,18973150 10     
 4900( 2,921 10 )   

256 
524286

157826

2
1,54061213 10





 

  
 

524287 219 1578262 (2 2 ) 2,5963757 10     
 157760( 1,541 10 )   



 215 Глава 4 

В таком случае справедливы следующие равенства:  
S S Sa b    — знак дроби; 

numP P ,a   num mM M a   — порядок и мантисса числи-
теля дроби;  

denomP P ,b   denom mM M b   — порядок и мантисса зна-
менателя дроби.  

  pbinaryΩ/i — интервальный Ω-разрядный формат 
числа, содержащий два полноценных числа формата 
pbinary ( = Ω/2, Ω = {64, 128, 256, …}), которые явля-
ются левой (left border) и правой (right border) границами 
интервала (см. раздел 3.3). Заполнение полей данного 
формата аналогично дробному, за исключением наличия 
знаковых полей для каждого значения границ интервала. 
Числа в формате pbinaryΩ/i могут быть использованы 
для решения задач в рамках интервального анализа или 
интервальной математики, где они будут представлять со-
бой интервальный тип данных, вычислительные операции 
с которыми исключат возможные ошибки округления [41].  

  pbinaryΩ/р — постбинарное -разрядное число 
( = Ω/2, Ω = {32, 64, 128, 256, …}). В таком числе в каче-
стве основного постбинарного формата рассматривается 
тетракод, каждый разряд которого представлен тетри-
том (см. раздел 2.1), кодирующим одно из четырех состоя-
ний: 0, 1, а также состояния «неопределенности» (А) и 
«множественности» (М).  

Поскольку тетрит должен кодировать четыре возмож-
ных значения разряда, для его хранения и использования в 
современных компьютерных системах потребуется два би-
та, поэтому расширение числа формата pbinary до пост-
бинарного Ω-разрядного формата pbinaryΩ/р происходит 
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за счет удвоения разрядности знака, порядка и модифици-
рованной мантиссы. При этом каждая пара бит постбинар-
ных значений знака, мантиссы и порядка имеет одно из 
значений множества {0, 1, А, М} [15, с.30], кодируемые 
следующим образом: 00 — состояние неопределенности 
(А); 01 — ноль (0); 10 — единица (1); 11 — состояние 
множественности (М). 

При формировании разрядности знака и порядка и 
мантиссы постбинарного числа формата pbinaryΩ/р 
справедливы следующие соотношения: ps s 2 s     , 

pn n 2 n     , pmp mp 2 mp     . 

  pbinaryΩ/fp — представляет формат постбинар-
ного дробного -разрядного числа ( = Ω/4, Ω = {128, 
256, …}). Формируется объединением описанных выше 
преобразований pbinaryΩ/f  pbinaryΩ/p. 

  pbinaryΩ/ip — представляет формат постбинарно-
го интервального -разрядного числа ( = Ω/4, Ω = {128, 
256, …}). Формирование полей данного числа происходит 
по схеме: pbinaryΩ/i  pbinaryΩ/p. 

Стоит отметить, что реализация вычислительных алго-
ритмов на базе предложенных форматов позволит обеспе-
чить существенное расширение функциональных возмож-
ностей перспективных процессоров, в том числе за счет 
реализации  текущего контроля требуемой разрядности и 
обеспечения на этой базе «гибкого форматирования» и 
«гибкой разрядности» при работе с компьютерным пред-
ставлением численной информации. Важнейшим результа-
том этого должно стать кардинальное повышение надеж-
ности вычислений и оптимизация их разрядности. 

На первом этапе речь, естественно, может идти пре-
имущественно о программном моделировании новых фор-
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матов, алгоритмов и архитектур на базе существующих 
компьютерных систем. На следующем этапе предполагает-
ся реализация соответствующих схемных решений на базе 
FPGA вплоть до реализации экспериментальных прототи-
пов постбинарных процессоров. 

4.8. Выводы 
В контексте перехода к постбинарному компьютингу 

многообразие представления логических и численных зна-
чений будет неизбежно возрастать в связи с необходимо-
стью развития как логических и алгоритмических основ 
компьютерных технологий, так и самого понятия числа, в 
том числе на уровне базовых форматов представления ин-
формации. Предложенная в работе система компьютерных 
форматов данных и соответствующая система обозначений 
могут рассматриваться как прототипы базовых элементов 
для нового поколения компьютерных архитектур, соответ-
ствующих начальному этапу постбинарного компьютинга. 

В перспективе переход от бинарного компьютинга к 
постбинарному представляется вполне закономерным 
(см. раздел 4.1). Во времени этот процесс может растя-
нуться на десятилетия, но начинать его необходимо уже 
сейчас.  

Стоит также отметить, что при вычислении относи-
тельно простого полинома Румпа [40] с определенными 
входными значениями большинство существующих на се-
годняшний день математических пакетов не в состоянии 
получить верный результат. Способы получения  верного 
результата при вычислении полинома Румпа, в принципе, 
существуют (см. разделы 4.4, 4.5), однако принятие реше-
ния о выборе тех или иных способов вычислений полно-
стью возлагается на пользователя, причем такой пользова-
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тель должен хорошо понимать суть вычислительных про-
цессов и иметь достаточную математическую подготовку. 
Естественно, что при нарастании объемов вычислений в 
процессе исследования, моделирования и проектирования 
сложных систем и динамических процессов становится не-
возможным буквально «вручную» отслеживать проблем-
ные участки в вычислениях и выявлять подобные примеру 
Румпа вычислительные аномалии. При этом в большин-
стве случаев ошибки в вычислениях остаются просто не-
замеченными, существенно искажая полученные результа-
ты. Это позволяет предположить, например, что многие 
техногенные катастрофы последних десятилетий были в 
первую очередь обусловлены не «человеческим факто-
ром», а разного рода вычислительными ошибками [34]. 

В данной главе рассмотрена актуальность перехода к 
постбинарному компьютингу и «гибкой разрядности» при 
кодировании количественных значений в современных 
компьютерных системах и предложены постбинарные 
форматы кодирования вещественных чисел. 

 



Заключение 

Рассмотренные в монографии варианты постбинар-
ной логики, постбинарного кодирования и постбинарных 
форматов чисел с плавающей запятой  могут найти приме-
нение в самых различных компьютерных системах и при-
ложениях. Но наиболее эффективно и комплексно они мо-
гут быть реализованы в виде параллельных постбинарных 
процессоров (соответствующая архитектура представлена 
на рисунке ниже). 

 
Как известно, в современных условиях наиболее эко-

номичным способом достижения максимальной произво-
дительности является реализация многопроцессорных си-
стем на 32-разрядных графических процессорах (GPU). 
Однако во многих случаях такое ограничение разрядности 
является неприемлемым. Точно определить, какая именно 
разрядность является достаточной в реальных условиях, 
довольно сложно. Если же разрядность вычислений зара-
нее выбирать повышенной (64 или 128 в соответствии с 
имеющимися на сегодня стандартами вычислений с пла-
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вающей запятой), то это практически всегда означает сни-
жение производительности соответственно в 2 или 4 раза. 
Поэтому просто повышение разрядности «с запасом» явля-
ется довольно неэффективным. При этом и повышенная 
разрядность (до 128-ми включительно) не всегда является 
достаточной, что наглядно демонстрирует пример Румпа. 

Наиболее эффективным выходом в данном случае 
является переход к гибкой разрядности, которая может из-
меняться в процессе вычислений по мере необходимости, 
что обеспечивается использованием постбинарных форма-
тов и алгоритмов. При этом предполагается модульная ор-
ганизация архитектуры параллельного постбинарного вы-
числителя, состоящего из 32-разрядных процессорных мо-
дулей, «индекс точности» которых принимается за едини-
цу. Для 8-ми параллельно работающих таких модулей 
«индекс производительности» будет равен 8. Но при необ-
ходимости повышения точности вычислений модули могут 
объединяться вплоть до достижения разрядности 256. На 
первом этапе реализация соответствующих схемных реше-
ний вплоть до реализации экспериментальных прототипов 
постбинарных процессоров осуществляется на базе FPGA. 
В дальнейшем постбинарная архитектура вполне может 
стать основой организации серийно выпускаемых микро-
процессоров.  

Успешная реализация данного проекта позволит пе-
рейти к постбинараным вычислениям в самом широком 
контексте: начиная от постбинарной компьютерной логики 
и заканчивая существенным расширением вычислитель-
ных возможностей компьютерных систем различных клас-
сов, что позволит в конечном счете перейти к постбинар-
ному компьютингу, позволяющему достичь максимальной 
эффективности и достоверности массовых параллельных 
вычислений. 
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